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!�0��"-��� �!& �'��� '����)��� *���������� �A� )���'�*)(����

�$*��� ������� �� �������,� �!&��#���� �$�!�'�"�,��!��)��� /��)'����)���

/��)'��#��)��� ,!-���� ��%��0&� !���� ,�)��%��(�������"� '����)���

'��$*.'� �'� �%�(�!���'� � �� �+�� %�����!� )� %���)'��� !��.� ��

������� !��.��!$�'��,!-����2�/'�,*��� ��,����"��%�(�!���'��������

 � �� ��-���' �� &�!'0� ,�'���� ,������� !���� �!$�#��� %��(���� �
,��!��&,� ���,!-�����!*#����%�������)�������� !��.�����!�!)'����'�)�
 ��� ��-���' �� �!��'0������' !,���!&�!$�')��)�,%0.'������,�����"� �
)�,%0.'������ ����!�� ��,%!�-3D, AutoCad, SolidWorks�� 8�44!-3D, 
MatCad, Matlab���'�%� 

������� ����������� ������� !��"� �  )�.#!�'� %�'0� ���� ����
�!%�! ����"�� %�� )!���,*� �&� )�'�����  � �!�'��1���  ��,�� *��� �!)�%����

$��0-�"� �$3�,� &�!��"�� #!�'0� �&� )�'����� �!-�!� � ��� �'�!������  �
%��+�!,,���� �����' !���$�!$�')����6��,!(����%��'�������,�����"� ���

�����-����������,��'����'�� 
4!'�,!'�#��)��� ���������	
���� %�& ���.1��� �!� ���� ��

%����'�����%*1���"����+�!��#���"��!�'!)�����%*�)!�,�"�%�+��-���'��

&!,��'�'0���!�0��"��$3�)'��+��!�!��+�,�–�,����0.�� 
��	
����	
��� ��������
�	�� %����'! ��.1��� �� �)*%���'0�

,!'�,!'�#��)��� %��(��*��� )�'����� %�& ���.'� %��'! �'0� �� %�� ��'��

/)�%���,��'!�0����������� !������,���,!�0��,��&!'�!'!,�� 
�'!'��'�#��)!�� ���	���	� ��������
�	��
��� �	

��, 

%�& ���.1!�� *�'!�� �'0� �!�!)'����'�)�� ������*�,��� %��(���� � ��
&!�!���,�*�� ��,�%�+��-���'�� 

��$��� ��
���
��� ���������� �&,���'��0���� ���'�,��

%�& ���.1�"� �%������'0� ��� '�%�� )���'�*)(�.� �� ,!'���!�� �� (��0.�

,���,�&!(���%�+��-���'���&,�����"� 
�������	�������������%�& ���.1!���%������'0��!��*#-���%���

&!�!�����*��� ����&�!#������A�%!�!,�'�� � 
� '���� �!�'��1�"� �!$�'�� ��� �'! ���� %����� ��$�"� (��0� �!'0�

 ���$3�,�.1*.� �!�!)'����'�)*� )!���+�� �&� �!%�! ����"��

2����'! �������  ������� �!���+�� �!%�! ������ � ���'��� !)(��'�,� �!�
 !���"-���,�,��'!��'���������������+��/)�%���,��'!���%����'! ���'�
%�!)'�#��)�"� ��'����� ���� �%�(�!���'� -,��!��)� �� &!��,!.1�����
%���)'��� !���,���������� !���,��
��%�'!���,���,!-�����,��!��&,� � 
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%��'�������� �!� �%����������� %����)!&!����� 
+�%�'�&��� ����

�*����������)!)�,-��$�������' ��� *���$3�)'� �
!�!��+�����)�'�����
*%��1!.'� �!��*������� �� ��+�#��)��� %��'������� ���� %�& ���.'�
%�� ���'0�/)�%���,��'���*'�#��.1���%�����*�� ����"���!&� !.'���
,�����,��� �*+�,�� ��� !,��� '���� � 
�!'�� �������� –� ,��!�� –� /'��
�$3�)'-&!,��'�'��0� �$3�)'!-���+��!�!�� �$��%�#� !.1�"� �&*#�����
��)�'����� � �"�' � ���+��!�!�� �'�.�!� ����*�'� �1�� �����  � ���
,����0� ��-0� %��$�������� �'�!�!�'� �!��,!'�� !�,��� � �"�' !�
,������*�,�+�� �$3�)'!�� �� �'�%��0� /'�+�� %��$�������� �����!�
��+�!�� !'0�����'�#���'0.� �����"���6��,!(��"���� ������ 

?!,�1����� ����+�� �$3�)'!� ��*+�,� �� (��0.� %��*#�����
��6��,!(��� ��  !���"-��� 
�� '�#)�� &������ ������� !'����� � �"�' !�
�$3�)'!-���+��!�!� �� %�,�10.� �$3�)'!-,������ �!&� !�'���
'����!��"#�!�'�� �!)�,� �$�!&�,�� ,������� !���� ,���'� $�'0�
�%��������� )!)� %����'! ������ �$3�)'!� � ,����0.� ���� %��*#�����
��6��,!(����$�/'�,��$3�)'��%*'�,�%�� �������/)�%���,��'� ����+��
,����0.�� �������� &!,�1������������$3�)'� ���*+�,�� 
,�����,�����

������� !���� � �"�' � � �$3�)'� � �!� ���,������� �!&� !�'��� 	���!�)�
'����!��"#�!
�� �!)� *��� %��#��)� !���0�� ,����0� �����!� $�'0�
�!�����"� �� ��$��)!#��' ����"�� �!)�,�� ��� � �"�' !,�� �����!�
�$�!�!'0� �� ������!�� ��6��,!(���� ���$����,!�� ���� %��'�������
,������ ���!�� 

�� ���� �� ,������� !���� ����'� ������� ��������� )�'��!��
*' ����!�'�� #'�� !$���.'���� %���$��� ,���'� �,�'0� ,��'�� ��-0� %���

&!,��������+���$3�)'!���*+�,� '�#��� '!)�,�����2���,������� !����

!$���.'����%���$�������,��'�,��'!����'��,�'���)�'�,*��#'�$��,����0�
���'!'�#��� ����-�� �'�$�!�!�!� ������*�,*.� �'����*�
6*�)(������ !���� �$3�)'!�� 2�/'�,*�  � )!#��' �� ����+�� �&� %�� ���
%��&�!)� � )�!���6�)!(���  ��� � ,������� !���� ,�����  �$�!'0�
�'�%��0� %����'��,������ �� �!&����'0�,������  � ���' �'�' ��� �� /'�,�

%��&�!)�,� �!� %������� ��%������ �� %��$���������� �� ���� ��
%��$�������+�� ,������� !���� ����'� %��$��������� %���$���� %���

)�'���,���)�'������'������6*�)(������ !������!�0��+���$3�)'!����
,������*.'��� �� ��,�  �!�� �� &! ���,��'�� �'� �!�!)'��!� �&*#!�,���
%��(���� � ����'�,�� ���"!�*�'����!��"#�!
�,�+*'�$�'0��!&�������

�!� ��'��,����� !����� �� �'��!�'�#��)���� �'!'��'�#��)��� ��
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)�'����� ���������!����6��,!(���� ���'���%�����'0.��%���������"��

2���%	�+#%	!,�%��'�,������� !����������!����6��,!(����������'�
/��,��'�����%����������'������%!�!,�'���&!�!#������'���*#!"��"�

�!�!)'������& ��'��,�� ����'���'��,���!�!)'����'�)!,�� 
�	#	!%	!,�%����'����!��"#�!����*��'������%��!�����$3�)'!�

 � 6�)���� !���"� ,�,��'�  ��,����� �!�#'!,�%���� ,������� !����
��*��'������'�!������%� ��������$3�)'!� �� ��,���� �!�� 

�!%���	���� '����!��"#�!�� ��*��'� ���� �%��!���� %��(���� ��
)�'�����%���%��!+!.'������)��'��,�����-���*"����,������� !����
�'�!�!�'� ��%���� ���� %��(�����  � ���'�,!��� �!%���	��-
��-���*"���� ,������� !���� %��,����'��� ���� ���'�,��  � )�'�����
��'�'� �����'0�)!)����)��'�����'!)�����%���� ����%��(����� 

���������-����!���6�)!(��� ��� �,������� !�������'�,� 
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� ,�+*'� $�'0�

%��!�!��&��� !��� ��'*!(���� )�'����� ��� %���!.'��� 6�&�#��)�,*�
/)�%���,��'*�� ='�� ,������� !���� ,���'� $�'0� ��!��&� !���  �  ����
�#.�
���.��� %!'"��!,�%��.� !�'#	�'#	!,�%��.���2��� �#.�
���'�

'����!��"#�!!� ��%��0&*.'��� �!&��#���� �!+������� ,�������

�'�$�!�!.1��� � ������ �� %��(������ %��'�)!.1���  � �$3�)'��� ='��

,������ ,�+*'� $�'0� %��'������ �!� +�%�'�&!�� 
+�%�'�'�#��)���
,������� !������!�!��+!��
!�!��+� ��������,!)�'!��
,!)�'��� !������
�� %�������,� ��*#!�� '!)��� ��%��0&*.'��� !�!��+������$!&��*.1�����
�!�%��#����-�����' ������ � �&���,���*�� �����,����%��(���!,�� �
�$3�)'�� 

/�#��"���'����!��"#�!��$!&��*�'����!�*��� ��,��$�&�!#�����

�'���0���� %���'�"� �� �%����������� �%��!(�"� ,���*� /'�,��

%���'��,��� �!%��,���� )!)�+�-��$*�0� �$3�)'!� ��, ��!,�� '������

,�����' �� �� ���� �� 
0*��"�.�� '����!��"#�!
� ����'� ��)�'���"�
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%�� ��!� �'����'��� )� %!'"��!,�%��'1 '����!��"#�!2�� )�'�����
%����'! ���'� ��$�"� ��)*��' ����"� %��(���� ��&�!���� ��+�#��)�+��
�$3�)'!��)�'���"�&!,�1!�'���!�0��"��� ��!�!�'����� ����� �"�' !�
�+�� �'��-���"� �� %�,�10.� �%���������"� ���'�,�� &�!)� � ����

��, ��� �� 
�#	�'#	!,�%���� '����!��"#�!� –� %��(���� *�'!�� ������

���' �'�' ��� �!���,*� ��!�0��,*� �$3�)'*� ��)�'���+��
,!'�,!'�#��)�+�� �$3�)'!�� �!&� !�,�+�� ,!'�,!'�#��)�"� ,����0.�� ��

������� !���� /'�"� ,������� %�& ���.1��� %��*#!'0� �!�!)'����'�)��

�!��,!'�� !�,�+�� ��!�0��+�� �$3�)'!�� �#	�'#	!,�%�#
� '����  – 
%��$����������%��!����)!)�+�-��$��)�!��!�� ����"� ��-��+��,��!��
 ��!������� �� %�,�10.� ,!'�,!'�#��)�"� ��, ���)��� ���'�,��

,!'�,!'�#��)������'��-���"���%��� !.1����&*#!�,�"�%��(���������
,!'�,!'�#��)�"� ,������� )!)� *��� $���� �)!&!���� &! ���'� )!)� �'�
%������� ��!�0��+�� �$3�)'!�� '!)� �� �'� &!�!#� ������� !���� �$3�)'!��
4!'�,!'�#��)��� ,������� !���� %���!&�����'��� �!� #�#�!	!,�%�����
!'!	#�!������ !� ��'�!�!��"#������ 2��� #�#�!	!,�%��' 
,������� !����6*�)(������ !����/��,��'� ����'�,�&!%��� !�'��� �
 ���� ��)�'����� 6*�)(���!�0���� ���'��-���"� !�+�$�!�#��)����
��66����(�!�0�������'�+�!�0������������!��'�#��)!��,����0�,���'�
$�'0� ������� !�!� ����*.1�,�� ,�'��!,�� ��� !�!��'�#��)�,�� )�+�!�
�'��,�'��� %��*#�'0�  � �$1�,�  ���� � ���� &! ���,��'�� ��)�,���
�!�!)'����'�)"� ��� #�������,�� )�+�!� ��'� ��-����� �������+��
*�! ������  � �$1�,�  ���� �� %��*#!.'� #���� ��� ��&*�0'!'�� %���

)��)��'�����!#!�0�����!������='�'�,�'������$�����/66�)'� ���%���
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��%��0&� !���� =�4"� ��� )!#��' ����,�� )�+�!�� ��� �,��� ��-�����  �
� ��,�  ����� ,����� �!"'�� ��)�'����� � �"�' !� ��-������ �!%��,����
�(���'0�*�'�"#� ��'0���-����������*�'��',�'�'0��#'��%��*#�'0�� ����
��-����� ���� !�!��'�#��)��� ,�����"�  �&,����� ���� ��! ��'��0���
%���'������'�,��2�/'�,*����������������'�,���*'��!��*1��' ������
*%��1����� ��� %�� ��!#!�0���� ,�����"�� #'�$�� �!� *%��1����"�

,�������&*#�'0���'��$���$1���� �"�' !����'�,�� 
4!'�,!'�#��)��� �,������%��*#�����!�$��0-����!�%���'�!�����. 

�������"���6��,!(��"�����%��'�������'!)�"�,��������*�!'��!�����
�� �!&�!#����� �� *��� ���� �!$�'�� ������*�,�"� 
%���)'��*�,�"��

���'�,���='!���6��,!(����%�������'����� �*.�(��0�,������� !����
���'�,����%�& ����'��6��,*���� !'0�'��$� !����)��!&�!$!'� !�,�"�
,!'�,!'�#��)�"�,���������� ��0�!$�'�!+��� !�����%�������'� �$���
,!'�,!'�#��)�"� ���,��� 2��� ,!'�,!'�#��)�"� ���,�"� %���,!�'���
,�'��� ,�-������� �����' �� 6��,*���� !���� %���'�"�� #'�� � ���'���
 !���,� %��� %�������� �'� ��� ����+�� �%��!���� ���'�,�� )�
6��,!�0��,*�%����'! ����.�%��(���!� �A�6*�)(������ !����  �  ����
��)�'���"�,!'�,!'�#��)�"�,�������2���%��'�������,!'�,!'�#��)�"�

,���������$����,����-�'0� �%�������A�%����'���'����� �$�!'0�+�!��(*�
#���'�,!-����!$�� 

4����0��$3�)'!�,������� !�����'��������'�,���,�����%����'! �'0�
 � ����,�����' !� ���#�����%��� !.1���%��(����6*�)(������ !����
��!�0��"�����'�,�����$�!&*.1��� ��$1�,���*#!������*.1���
%��,�����' ! 

      –��� �)*%���'0� ������� �&��"�' �"��!����'�,* xi
�, xni ,1= ; 

      –��� �)*%���'0� �&��"�' �"� ��-��"������� un
	V ,1, =�
"

 
            -��� �)*%���'0� �*'�������
��$�' �������%!�!,�'�� �hk

,  

-����'�,���� �)*%���'0� ���������!�!)'����'�)����'�,��yi
�, 
j= yn,1 . 

��2��� ,������� !���� ���'�,��  �&��"�' ���  ��-��"� ������

 �*'������� %!�!,�'��� �A� � ��.'��� ��&! ���,�,�� 
/)&�+����,���

%���,����,��� ��������� �!�!)'����'�)�� ���'�,�� � ��.'���
&! ���,�,��
/���+����,���%���,����,�� 

2��(���� 6*�)(������ !���� ���'�,�� �%��� !�'���  ��  ��,����

�%��!'���,� Fs�� � )�'���"�  � �$1�,� ��*#!�� %���$�!&*�'� /)&�+������
%���,������ �/���+������� ����' �'�' ��������'��-����,� ��!� 

 
( ) ( )ττ ,,, huxFy

���� = . 

 

='�����'��-������ ���'���,!'�,!'�#��)�,��%��!���,�%� �������
�$3�)'!�,������� !���� �� ��,���� �'������'�!�!�'��+�����!,�#��)���
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� �"�' !�� 4������ '!)�+��  ��!� �!&� !.'��� ���!,�#��)�,��� ���
�'!'�#��)�"�,������,!'�,!'�#��)!��,����0� � �)'����"�6��,��,���'�
$�'0�&!%��!�!�)!) 

( )( )τhuxfy
����

,,=  
 

�)!&!����� ���'��-����� ,�+*'� $�'0� %��*#���� #���&� � �"�' !�
���'�,�� �)��)��'����,�,��'�� ��,������!&� !�,������'������� 

�!)�,� �$�!&�,�� %��� ,!'�,!'�#��)�"� ,����0.� �$3�)'!�

%���,!.'� )���#���� %��,�����' �� %���,������ � � ( ) ( ) ( ){ }τττ hux
���

,,       
 ,��'����,!'�,!'�#��)�,��� �&�,��,���*����,�����!�!)'����'�)!,�� 

2�� ��������,!'�,!'�#��)������'��-�����%����'! ��.'���$�"�

,!'�,!'�#��)��� ���,�� �$1�+��  ��!�� ���!)��  � %�!)'�)��
,������� !���� ,��!��#��)��� ���'�,� �!� %�� ��!#!�0���� /'!%!��
������� !���� ���'�,�� �!(���!�0���� ��%��0&� !'0� '�%� ���
,!'�,!'�#��)��� ���,�� ��66����(�!�0���� *�! ������� � )���#����
! '�,!'������� 

2��� %��'������� ,!'�,!'�#��)��� ,�����"� %��(���� �
6*�)(������ !���� ���'�,� ,�����  �����'0� ����*.1��� ���� ����
%�������
���,��� 

%����%���� ��-��'��,����� !�����,������
&-���,��� 
='�� ���,�� �'�!�!.'� ���!,�)*� �&*#!�,�"� ���'�,��� '�� ��� �A�

%� �������  ��  ��,����� 2�/'�,*� ���� �,�.'� '!)��� �!& !���� 
!�+���
dynamic��� �!)��� ,������ ,�+*'� $�'0� �%��!��� ��66����(�!�0��,��

*�! �����,�� 
�,�� �!����  � /'�"� +�! ���� �����  � ��66����(�!�0��,�

*�! ������ ���& ��'���� -� 6*�)(��� �'� ,��+��� %���,������� '��
*�! ������ �!&� !.'��� *�! �����,��  � #!�'���� %���& �������  �
%��'� ��,� ��*#!�� %��� �!��,�'������ 6*�)(�"� '��0)�� ����"�

��&! ���,�"� %���,����"�� *�! ������ �!&� !.'��� �$�)�� ����,��

��66����(�!�0��,�� 
�$�#���  � '!)��� ,!'�,!'�#��)��� ,�������  � )!#��' ��

��&! ���,�"� %���,����"�� �'� )�'���"� &! ���'� ���& ��'���� ��)�,���
6*�)(������*��'� ��,��� 
 %%����)��'���-��'��,����� !�����,������
'-���,!�� 

���$�����'�� 6*�)(������ !���� '!)��� ,�����"�

�!��,!'�� !.'��� �!� %��,���� ��%��0&� !���� �  � )!#��' ��
,!'�,!'�#��)�+�� !%%!�!'!� '������ ! '�,!'� �� ������� ! '�,!'� � � - 
�!&���� '����'�#��)�"� )�$����'�)���  � )�'���,� �&*#!.'����
,!'�,!'�#��)��� ,������ -� ! '�,!'������'�,!� %����'! ���'���  �  ����
! '�,!'!�� � %����!$!'� !.1�+�� ���)��'�*.� ��6��,!(�.� ��

,���.1�+���� ��� �*'�����������'��������-0� ���%*�'�,���,�,��'��

 ��,����� � '�,!'�� %����'! ��.'���  �  ���� ##����+�� �1�)!#�� �!�
)�'���"� %��!.'���  ������� ��+�!��� �� ���,!.'���  �������� ��
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)�'���"�,���'��,�'0���)�'����� �*'����������'����������)���#��+��
! '�,!'!� ,�����' ��  �*'������� � ���'����"� ��  ������� ��+�!�� � 
!�
����� !'��0����  ��������� � ��.'��� )���#��,�� ,�����' !,���

�$�'�!)'��� )���#��"� ! '�,!'� 
!�+��� finite automaton�� ,�����
%����'! �'0� )!)� ,!'�,!'�#��)*.� '-���,*�� �!�!)'���&*.1*.��� �-.�

/��,��'!,�� )���#��,� ,�����' �,�  ������� ��+�!�� "� )���#��,�

,�����' �,� ����������+�!�� "�)���#��,�,�����' �,� �*'�������
���'����""�6*�)(��"�%������� "�6*�)(��"� ����� � 
 %%%����)��'��-�'��!'�#��)���,������
�-���,��� 

!��!�� ���,!� %����'! ���'� ��$�"�  ����'���'��"� ! '�,!'�

!�+��� probalistic automaton��� )�'���"� ,����� �%������'0� )!)�
���)��'��"� %�'!)'��"� %���$�!&� !'��0� ��6��,!(��� �� %!,�'0.��

6*�)(������ !���� )�'���+��  � )!���,� '!)'�� &! ���'� '��0)�� �'�
���'������ %!,�'��  � �A,� �� ,���'� $�'0� �%��!��� �'!'��'�#��)���

�!��,�'��,� �-���,*� �!� %��,���� � �!��,�'������ �'�*)'*������
���'����"� �!,��!�'�!� !.1�"��� ,���'�*)'*���"� ���'�,��

!�!%'� ��+��*%�! ������6��&����,��'!�)�,���<2��������!��&!(���

%���)�.#����� �'�*)'*����� ���'����"� ���$����,�� &�!'0� '�)*1���
&�!#����� ���,!�,�+�� %��%*�)!�� )�'������ )!)� %�! ����� ���& ��'����
2�/'�,*� %��,����'��� '������ ! '�,!'� �� ='�� ���'������ ,�����
%����'! �'0�  �  ���� )���#��+�� ! '�,!'!� �� %!,�'0.�� +�!6� )�'���+��
%�� ������!���������� 

���%�����'������,�����%�%!�'0�'��0)���&�%%�%���*��� ��  n=nmin.  
1. �!�$!&���$3�)'��+��%���)'��� !����%��(���!��$�!$�')�� 

y§���¤��

,

����������

���������������

����������

�����

����������

�������������������

�����≥    �����¥

�����≥    �����Q �����≤    �����OKP

�����≤    �����OKP

�����<    �����Q����������≤    �����¦

�����>    �����¦

	����≥    	����Q


����≥    
����Q
�����<    �����OKP

�����<    �����¥

�����<    �����P�

	����≥    	����Q


����<    
����Q����������≥    �����P�


����<    
����Q�����	����<    	����Q

�����≥    �����Q


����≥    
����Q

�����<    �����Q�����	����<    	����Q

�����<    �����P

�����≤    �����OKP
	����≤    	�������������������OCZ>    �����>    �����P

�����>    �����OCZ

	����>    	����Q

 
 
 

���������-�8�!6�)���#��+��! '�,!'!���%!,�'0. 

4-� )�*'�1�"� ,�,��'"� N-� ,�1���'0� %�� ��!"� S-� %��!#!� 6��&�"� T-
�'�")��'0� 6��&�"� n-� #!�'�'!�  �!1�����-%������"� ����)��� �min», «0»-
���' �'�' *.'� � ,���,!�0���  �&,����,� �� �%'�,!�0��, &�!#����,
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��%����'������ �%�����'���*��� �� ����o������������!�*-!�'���� 
%��������'�%������� ��%%����'�������2��� �%��������*��� ��� minSS ≤   
���$����,��*,��0-�'0����,!�,�"�%��%*�)�
+�*$��*���&!����� 

���%%����'������ �&,�����%��������&�%��%%%��%V�����(����'����"� 
�H II ���'������  �%����.'��� *��� ��� 0SS < � �� 0NN < �� �����

�!�*-!�'��� %� *��� ���� %��������'� %�������  � %(� ���'������� �����

�!�*-!�'���  '����� *��� ��� -� %�������  � V� ���'������� ����� � /'��

*��� ��� ��� �!�*-!.'���� !�!��&��*.'��� �+�!��#����� %�� )� �� *��2���

minSS ≤ �%������� �%%%����'�������!�%��� minnn < - �%����'������ 
2������� � %%%����'������ �&,�����'��0)���&�%%����%%%����'������

 �%����.'��� *��� ��  0NN ≤   �� nnnn ≥>max  (nn -� #!�'�'!�  �!1�����
-%������� �,�,��'�%������!��&� %%����'������ � � %%%���2��� �N>N0� ������

maxnn ≥ ���!��� � *,��0-�'0� +�*$��*���&!���������  nnn < ��%��������'�
%������� ��%%����'������ 

2�������  � %(� ���'������  �&,����� '��0)�� �&� %I� ���� VI. 
���'����"����IV����'������ �%����.'���*��� ��������o , 0NN < ��2���

�!�*-�����%�*��� ���–�%������� ��%%����'�������!�%����!�*-�����%%– 
%(� ����'������ 

2������� �(����'������ �&,�����'��0)���&�%%�����(%����'����"��

+� (� ���'������  �%����.'��� *��� ��� 0SS < , 0TT ≤ . �'����� *��� ���
&!,�������!� nSS ≤  ( Sn -%��!#!� �,�,��'�%������!��&� � %%����'������ �
(��� 2��� �+�!��#����� minSS ≤ � �!��� *,��0-�'0� +�*$��*� ��&!���� ����

%��)�!'�'0��$�!$�')*���2��� �%���������*��� ��� nSS >  - �%������� ��
%%����'�������!�%��� 0SS ≥  -� �(%����'������� 

2�������  � (%� ���'������  �&,����� '��0)�� �&� %(� �� (�� � VI 
���'������ �%����.'���*��� �������o, T>T0���&����� '�����*��� ���
&!,�������!� 1nSS ≥ �+����Sn1-�%��!#!� �,�,��'�%������!��&�%(����'������
 � (%��2��� �+�!��#����� *��� ��� S<Sn1� ��*1��' ���'��� %�������  � IV 
���'�������!�%��� �%��������*��� �� 0MM ≥ �%��������'�%������� �(�

���'������ 
���!#!�0��"�,�,��'� ��,����%������'�!$�')��%��(��*���

, ��&!���,� ��+�!� )�.#!�'���%%��'�*)'*��������'������)!)��!�$�����
 ����'���� 

����%���� ��-�'��!�'�#��)���,�������
--����,��� 
�!)�"� )�!��� ,�����"� %��,����'��� %��� %����'! ������

 �&,*1!.1�"������ � ������*#!"��"�6*�)(�����!)���'!)���,������

��%��0&*.'���  � )!#��' �� '�%� ��� ,!'�,!'�#��)��� ���,� ,!��� �+��
�$��*�� !����
!�+���.���/)0��1������,�)�'��������!&� !.'���%�/'�,*�
Q –���'�,!,��� �� )!#��' �� %��(���!� �$��*�� !���� � ,�+*'� $�'0�
%����'! ����� �!&��#���� %�� � ��"� 6�&�#��)�"� %������� %��(�����

6*�)(������ !����%���& ���' �������'����#��)�������*+������'�,�
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%�'�)��%��'! �)�%���*)(�����)�'���,*�%���%���'�.��%�'�)����'!��"�

��)�,%��)'*.1����&����"��!��$���#��,�)�� �"����(��!���'�����2���

/'�,� �!�!)'����,� ���� �!$�'�� '!)��� �$3�)'� � � ���'��� ��*#!"����
%�� ������ &!� �)� 
'��$� !��"�� �!� �$��*�� !���� �� &! ��-�����
�$��*�� !����  � ��*#!"���� ,�,��'��  ��,����� '���� �'��!�'�#��)�"�

�!�!)'���%��(���!����6*�)(������ !���� 
���.$�,�/��,��'!���,�!)'���$��*�� !����,����� �����'0�� ���

���� ���� ���'! ��.1��� ����!���� �$��*�� !���� &!� �)� ��

��$�' ����� � �$��*�� !���� &!� )��� ='�� ,����� �&�$�!&�'0�  �  ����
��)�'���+�� /–+�� %��$��!� �$��*�� !���� 2i�� ����� ����� ���'��1�+�� �&�
�!)�%�'���� &!� �)� iH ��  � )�'���,� ,���'� ���� ��,����� �!����'0����

H
ii L,0=�  &!� �)�� +��� H

iL  -� �,)��'0� %-+�� �!)�%�'����� �� )!�!�!�
�$��*�� !���� &!� �)� 
���� %���'�� )!�!�!��� �i�� �!� )!���"� /��,��'�
%��$��!��$��*�� !����2i�%��'*%!.'�%�'�)����$�'�"� �  �!)�%�'��0�
�i�%�'�)� iω ��!�)!�!���i –�%�'�)���$��*�� !��"�2i . 

�����L

�����L

�����L����������L�����
������

�����L 	����L

�����L
������������������L

 
 
 
����$�$1������,������
���–����,��. 
!���"�%������%�& ����'��%��� !'0�%� ���������%���� �����

�����)��'�������'��,����� !��������'��!�'�#��)������'�,��'����%��
��! ����.����!��,�'�����,���� ���'����$�$1����,�


*�� ���!�0��,����$!&��*�'����!�%���'���!+��+!'� ��"�����'�,��


!�+���3004�03����1�������%����'! ��.1�"���$�"�6��,!�0�*.����'�,*�
�$1�+�� ��!���!�#�����%�����'�,������!����%���/'�,�� �&���

�$��%�#� !.1������ &!�,���"�' ���� 
2��� !'!	#�!����'� ,������� !���� ��!��&*.1�"� ,����0�

!�+���',�  ��%���& ���'� %��(���� 6*�)(������ !���� ���'�,��  ��
 ��,�����%��#�,��,�'��*.'���/��,��'!������ ����������'! ��.1���
%��(����� �� ����!�����,� ��� ��+�#��)�"� �'�*)'*��� ��

%������ !'��0���'�� %��'�)!����  ��  ��,����� ='�� %�& ����'� %��
�������,� �!���,� %��*#�'0� � ������� �� ���'������� %��(���!�  �
�%����������� ,�,��'��  ��,����� �!.1���  �&,�����'0� �(���'0�
�!�!)'����'�)�����'�,�����%�,�10.��,�'!(�����+��,������� !����
,����� ��-!'0� $����� �������� &!�!#��� #�,� %��� ��%��0&� !����

���������-����,!�%��$��!��$��*�� !����&!� �) 
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!�!��'�#��)�+�� ,������� !����� �!�$����� -���)��  � �,�'!(�����,�

,������� !������%��0&*�'���,�'��� �'!'��'�#��)�+��,������� !�����
%����'! ��.1�"� ��$�"� #�������"� ,�'���� )�'���"� %��,������� ����
,������� !���� ��*#!"����  ���#��� �� 6*�)(�"��  ����'���'����
�!�!)'����'�)��)�'������� %!�!�������-����,��!�!��'�#��)���&!�!#�

'!)!�� %��(��*�!� %��*#��!� �!& !���� ,�'��!� 4��'�-�!������
��,$����� !����� 
!�!��'�)�-�,�'!(�������� ,������� !���� %���

!�!��&�� �� ���'�&�� ���'�,� %�& ����'� �$3�����'0� ���'����' !�
!�!��'�#��)�+�����,�'!(�����+��,������� !���� 

2��� ��#� ��'� ,������� !���� ��%��0&*�'���  �&,�����'0�
������� !���� �!&��#���� �!�!)'����'�)� ��$�� �!� ��!�0��,� �$3�)'���
��$�� �!� �+�� #!�'��� 2��� �#	1���'� ,������� !���� ������� !����
%�� ���'��� �!� ��!�0��,� �$3�)'�� �� %�����*.1�"� �$�!$�')�"�

��&*�0'!'� � ������� !��"�� �!)��� �!&�� �����'�� /'�+��
,������� !����� )!)� %���& ���' ����"� /)�%���,��'� �� )�,%��)�����
��%�'!����� �$�!�!.'�  ���)�"� �'�%��0.� ���'� �����'��� �!*#��"�

/)�%���,��'� �!�!)'���&*�'��� -���)�,� ��%��0&� !���,� �����' �
! '�,!'�&!(��� �+�� %� �������� %��,������,�  ��0,!� �!&���$�!&����
�����' � �$�!$�')�� ��6��,!(����  �&,�����'0.�  ,�-!'��0�' !�
������� !'����  � %��(����� %�� ������� /)�%���,��'!�� �� �!�'��1���
 ��,�� �6��,��� !���0� �� ��� �!*#���� �!%�! ������ –� ! '�,!'�&!(���
�!*#����/)�%���,��'� � 

�*+�,� ���,���!�0��+��,������� !����� ���'���&!0!,�%���, 
)�'������'��#!�'����'��!'*���+��'�,��#'��������� !����%�� ���'����!�
*�'!�� )!��� )�'����� ����!��.'� %�����*� � ����"� �� �$�!�!.'�
6�&�#��)�,� %���$��,�� 2�/'�,*� %��� 6�&�#��)�,� ,������� !����
%���,!�'��� %���,� �&*#����� )!)�+�-��$�� �$3�)'!� �!� 6�&�#��)�"�

,������� ���� !���"� �!� )��'������ %���$���� >�&�#��)���
,������� !���� ,���'� %�� ���'0���  � ��!�0��,� �� ����!�0��,�


%�� ����!�0��,��,!�-'!$!�� ��,���� 
���$��� ,��'��  � ,������� !���� &!��,!�'� �!�����	!,�%��� 

,������� !����  ���!��  � )�'���,� �'�*'�' *�'� ��%������' ������
%���$���6�&�#��)���%��(���� ��%��������1��� �,����������!�0��,�

%��(���!,�� �� /'�,� ��*#!�� ��!�0��"� �$3�)'� �!��,!'�� !�'��� )!)�
“,���*)� 
3!�$�� �,�.1�"� ����  ���� � ��  ����� �� ��,������*.'���
��)�'������ �&��,���*� ����!,���� ���!,������������� 
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�!� '!)�"� �$3�)'�  �&��"�' *.'� �� +�*%%��6!)'��� �� )�'����� ��

�%������.'��+�����'����� 
1)  8�*%%!� �=(1, 2... d���  � )�'��*.�  ����'� )��'�����*�,���

6!)'����� �!)��� 6!)'���� ��%*�)!.'� (����!%�! ������� �&,�������  �
������������ !���� 

2)  8�*%%!�U=(u1, u2... um��� �)�'��*.� ����'�)��'�����*�,�������
��� ��%*�)!.1��� �&,������� %��� /)�%���,��'�� 6!)'���� 
�!%��,����
*��� ����)�*�!.1�"�������� 

3)  8�*%%!� Z=(z1, z2... zn) –���)��'�����*�,�������*%�! ���,���
6!)'���� 

4)  8�*%%! Y=(y1, y2... yN) –� ��������%���,������–��')��)�� 
4!'�,!'�#��)!��,����0��$3�)'! 

 
Y = f (xi, uj... zn), 

 
+��� xi –� �� �)*%���'0� &�!#���"� )��'�����*�,��� �� *%�! ���,���

%!�!,�'�� �
i= ��� ); 
uj –��� �)*%���'0�&�!#���"�)��'�����*�,���������*%�! ���,���

%!�!,�'�� �
j= ��� ); 
zn –� �� �)*%���'0� ��)��'�����*�,��� �� ��*%�! ���,���

6!)'��� ��
v= ��� ). 
���!)��� %�!)'�#��)�� %��� %��'������� ,������ '!)���

���'��-����� %��*#�'0� �� �&,������ %�/'�,*� %������'���   ���'0�
�+�!��#�������!%��,��� 

 
xi = var; 

uj = const; 
zn = const. 

��+�!� 
y = f (x1, x2... xk),  i= ��� , 

 

+��  xi –�6!)'���" 

��������-�4����0�“#����"��1�)” 
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1... n –�6!)'������%���'�!��' �� 
8��,�'��#��)����&�$�!������6*�)(����')��)!�Y � �6!)'����,�

%���'�!��' ��–�%� ������'0��')��)!� 
�� &! ���,��'���'�%�����!�������� !'�������-!�,����,� &!�!#��

����� �� '�'� ��� �$3�)'� ���� � ������ ,����� �%��� !'0� �!&��#��,��

 ��!,��,�����"�� �!��,�'��,� /'�� �!� %��,����,������ ���!,�#��)�"�
���'�,�� '�)!���- ��'���&��+�� �'!�)!�� ��%��0&*�,�"� %���

������� !���� �$�!(�"�%�����&!�������$��0-���' ����*#!�� �$�!(���

%�� ���'� )� ��*�'�"#� ��'�� %��(���!� ��&!����� 2�/'�,*� ����,��

�$�!$�')������*�'��!&�!#!'0�'!)�,���#'�$���&$��!'0���*�'�"#� �+��
��&!����
 �%��'� ��,���*#!���'�")��'0����'�*,��'!��!������ !'��0����
�� -'*#�!�� %���& ���'��0���'0� �$�!$�')��� $*�*'� ����!'0�����
�!��,�'��,� ��*��������)���$!������&(!��2����'! �,��*%%��'�*.�

#!�'0� '�)!���- ��'���&��+�� �'!�)!�  �  ���� ���!�0��� *%�*+�+�� '��!��
��+�!� ���� '!)�+�� '��!�,����� �6��,*���� !'0� ����*.1��� � �"�' ��
����� �!%�! ������ ����� ��&!���� %������'� #���&� �*%%��'�*.� #!�'0�
�'!�)!��'��)���(� �)'��!�%����+���,�1����� ��-������&(!�����'��!�

/���%������ �,�1���"�� ����� !'��0���� ����  ��-���� ��&(!� ,�����
*)!&!'0�'!)���'��� &!�,���%��%����)*��������!%�! ������� �)�'�����
 �)'���� %����������� ���� �� ���' �'�' *.1��� �,�1���"� � ��.'���
)������!���,��� ='�� �!%�! ������ �!&� !.'��� +�! ��,�� ���,��

���')��'�� � ��-������&(!�� ��� ′ , ��� ′ , ��� ′ ����������� 
��+�!��#� !��0� '��,�� �'�%���,�� � �$����� %� �������

���!,�#��)�"� ,������ ,����� �%��!'0� ����*.1�,��

��66����(�!�0��,��*�! �����,��� ������ 
 

��������-����,!�*%�*+�"�)���$!'��0��"����'�,��'�)!���+���'!�)! 
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L
P

PMPLP
M

LLLL ������ ηδδβ =++ ∑∑
==

�

�

�

�
� ���  

+��� mi –� %�� �������� 
�!%��,���� %�� 6��,*��� �/����� )�  ��-����
��&(!� ����(������� )�/66�(���'�� �*%%��'��"� #!�'��

,�'!������*1�+���'!�)!"� 
Cm –� %�� �������� )�/66�(���'�� ���')��'��  � �!%�! ������

+�! �������"����')��'�"� 

�� MPLδ –� /��,��'�� ,!'��(�� %������!� �'� ���'�,�� ��� ′ , ��� ′ , 

��� ′ �� � �&!���"� �� +�! ��,�� ���,�����')��'��� )� ���'�,�� )������!'�

��� , ��� , ��� ;  

Lβ  –�)�/66�(���'�� ��-��+�� �&)�+��'�����"� 

Lη –� '��+���,�'��#��)��� 6*�)(��� *+�� �� � �&� !.1��� ���*�
'�������������%���)(��,���i��!�����Yi;  

� –����!���&!����� 
��/66�(���'�� ���')��'�� �%������.'��� /)�%���,��'!�0���� !�

&!'�,� %����#�'� !.'��� �&� �������"� ���'�,�� )������!'�  � ���'�,*�
)������!'�� ���� )�'���"� � ��.'��� +�! ��,�� ���,�� ���')��'���

?�!#�����)�/66�(���'� � ��-��+�� �&)�+��'������,������%������'0�
%�� &!%���,� 
��(����+�!,,!,�� ��$�' ������ )���$!��"� ���'�,��  �
�!%�! ������+�! �������"����')��'�� 

��&,*1!.1!�����!� �/'�,�*�! ������$*��'����'��'0��&��*,,��

�������&!�����!�%������"�%� ������'����&(!��������'�������!�&!���"�

�+�� %� ������'��� �&,������� /'��� ���� � )!)� 6*�)(�"�  ��,����

�$*��� ����� ���! ��,�����'0.� %��%*�)!� 
'���� ����� ,!'���!�!��
*�!���,�+�� �� %� ������'�� &!+�'� )���� !� '!)��� %���� ��'�,�

�!�!)'���,� �!,�+�� %��(���!� ��&!���� %��� ��)�'�����  ��!�� �!$�'��

6��&��� !��������$��������'��+!����������2��)��0)*� ��$�!&� !����

���0�6!� %� ������'�� &!+�'� )�� �!� &!+�'� �'��0���� �%��!(����
*#!�' *.'�,��+��6!)'��� ����'�%��0���� �������–��!&��#�!��'���$1���
*�! ������ ��!�0��"� �$�!$!'� !�,�"� %� ������'��  � %�%���#��,�

��#�����(������$�!&���%����'! �'0� � �������!�>*�0�� �! 
 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
++=

1

sincos
n

nn nbnay ρρτρρ  

 
+��� ��τρ –�'�)*1�"���"�' �'��0��"��!��*��&!+�'� )��)!)�6*�)(���
 ��,���� ��τ ; an, bn –� #���� ��� )�/66�(���'��� �!�!)'���&*.1���
���� ���'0� %� ������'�"�� %��%��(���!�0���� *+�*� %� ���'!�
&!+�'� )�� �� ��� �����"� n –� %�����)� ���� ���'�� �!� �!��,!'�� !�,�,�

��#�����%��6����&!+�'� )���'�)!)�+�-��$��6!)'��!���!�%��������"�

%���'�%����*$� !���� �������)!���+��6!)'��!��!��&,�������+�*$����
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��&!������&(!��t�
����%��%*�)!�Z����!%��,����n�5��� ���*#!���!��#���
�$1�+���,�1�����&!+�'� )�������� �!1�����-%��������'!�)!"�n = 2, 
����� %� ������'0� &!+�'� )�� �,��'� � !�0���'0� �� '���"� ρ  –� �!��*��
��"�' �'��0��"�%� ������'��&!+�'� )�� 

2����,!�� �&,������� ����� ��&!���� %��%��(���!�0��,�

�&,�����.�  ���#���� %��%*�)!�� ,�����  ��!������ /'�"� �����

%����'! �'0�'!)��� � �����!&�������� �����>*�0� 

( ) 



 ++= ∑

∞

=�
� ����	�
��

Q
QS ���		�� τττ , 

 
+��� �j –� ���� �"� )�/66�(���'��*#�'� !.1�"��!&��#����6!)'����

%��(���!���&!���"�����0 –�%��'����!�����'! ��.1!���������&!���� 
2���%��!+!��� #'��  �&��)�� �����  ��*�������� )���$!��"�  �

&���� ��&!����  � ���� ��,� �$*��� ����� '�,�� � �����,��� )�'�����
�)!&� !.'��!�$��0-��� ��������!��&,������� ���#����%��%*�)!����

�+�!��#� !��0� %�� �,� #����,� ���!�� *)!&!�����  �-��  ��!������
,�����%����'! �'0� � ��� 

 
� ��	����
���� � ϕλτττ +∆+= �	�� S , 

 
+��� ��τ�∆ –� !,%��'*�!� �������&!���"� λ  –�#!�'�'!��&,������� /'�"�

����"�ϕ  –��� �+�6!&�� 
��)�.#� � �&� �!��,�'������ %��'����*.� ���'! ��.1*.� �����

��&!�����)�'��!������)!&� !�'� ��������!�#!�'�'*�)���$!��"��!�'!)���

%����� �
�

�πϕ = � �� �!&���� �  ��� ��!+!�,��� �������+��

��66����(�!�0��+�� *�! ������ �!� m�� %��*#�,� �'!��!�'��"�  ���
��66����(�!�0��+�� *�! ������� )�'����� $*��'� �%��� !'0�
��'��,����� !��*.����!,�#��)*.����'�,* 

 

λτω ���� � 
����
^

=++ ��� , 
 

+��   
�

�
�


�

�

�
�

S
^

⋅∆=== ��� �ωβ
. 

�!��,�'��,� $����� %����$��� %��*#������ ��66����(�!�0����
*�! ������ � �������  ��-���� ��&(!�  ���0� ����"� �&� +�! ���� ���"�

���')��'�� 
1.  2��� %��'������� &�!#������ n� �� �� %��*#!�,� ����"����

��66����(�!�0���� *�! ������� �%��� !.1��� ����"�*.�

��'��,����� !��*.����!,�#��)*.����'�,*� 
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2.  ����� n� �� �� $*�*'� %���,����,��� )!)� 6*�)(��� �� ���� ��  – 
*�! ������$*��'�������"��,�� !� ���' �'�' *.1!�� �,*����!,�#��)!��
���'�,!�$*��'���'��,����� !���"�������"��"� 

2.1.  2��� %���,����,� n� �� %��'�����,� &�!#����� #!�'�'��

��$�' ������ )���$!��"� ���'�,�� �� %��*#!�,� ! '�)���$!'��0�*.�

���'�,*��%��#�,�n�� ���'���6*�)(��"� �� . 
2.2.  2��� %��'�����,� &�!#����� )�/66�(���'!� n, 

�!�!)'���&*.1�+�� �!�������� /���+��� ���'�,�"�� �� %���,����"� � 
%��*#!�,�%!�!,�'��#��)*.����'�,*� 

���!)���)!)�%�)!&� !.'���(����+�!,,���������&!������&(�,�

&!+�'� �)���,�.1���' ���*.�)��)*���!%��,����%�)� �)���������&!����
)!)�6*�)(��� ��,����� ��.'����)�������*#!"��,���#�,�

%������#��)�,������������ 
�!)�)!)��!� !,%��'*�*� �������&!����  �6��,*������� ��τ� $*��'�

�)!&� !'0�  ������� )!)� �&,������� %��%*�)!�� '!)� �� �&,�������
%� ������'��"�' �����'��&!+�'� )�� �%��(�������&!�����'� 

 

��� ����������� P+
S ∆+∆=∆ − ργα , 

 
+��� γα � , H, m –� %�)!&!'���� �'�%���"� �� –� &!�!��!�� ' �����'0�
%� ������'��&!+�'� )�"�S –�%��!#!����'�*,��'!"�t –�+�*$��!���&!���"�v 
–� �)����'0� ��&!���"� �� ∆∆ � –� �&,������� ���' �'�' ����� ' �����'��

%� ������'�� �� +�*$���� ��&!���� 
%��%*�)!� –� %��� �!$�'�� �!�
�!�'������,� �!� �!&,��� �$��*�� !������ �&,������� ' �����'��

%� ������'���)!)�%�)!&!���������� !������� �)�+��%���'����#��)�+��
���'�'*'!�� ����'� ��*#!"��"� �!�!)'��� �� ��� %�� �-!.'� 	�����6�

������"�' �����'��&!+�'� )���2��'���'0��!�%���������� ����'���'�"�

' �����'�� $��&)!� )� ���,!�0��,*� &!)��*�� ���!)�� ��&�!#�'��0��"�

�!&$���� &�!#���"� ' �����'�� %�& ����'�  � %�� �,� %��$�������� /'�'�
6!)'������*#�'� !'0�%�����-������!��,!'�� !�,�"�&!�!#��� 

��������-�>�!+,��'�&!%����*��������&!��� 
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������� !����� %�� �������� )!6����"� #�������+���
,!-����'������$� ���()�+�� +��*�!��' ����+�� '����#��)�+��
*�� ����'�'!� %�& ������ *�'!�� �'0�� #'��  ���#��!� �$1�+�� %��%*�)!�
&!+�'� �)��%��*#������� �$����"�)� )�"��'!)���� ���'�����*#!"��"��

%��'���'0� ����'���'�"�)�'���"��!�%�������'���%��&!)��*���"$*��!�
 	��!��������� 

–�������!,�'�!��1 

 










<

≥



 −−⋅





 −

=
,,"2,13%��,0

,,�2,13%��,
96,1

2,13
exp

96,1

2,13
63,0

23,123,0

1

z

z
zz

f  

 
–�������!,�'�!��2 

 










<

≥



 −−⋅





 −

=
,,�01,9%��,0

,,�01,9%��,
48,1

01,9
exp

48,1

01,9
88,0

3,13,0

1

z

z
zz

f  

 
+��� z –�%��%*�)��!���!,�'�� 

�!)�,� �$�!&�,�� �� ���!� ��&!���� '!)��� $*��'� ��*#!"��"�

6*�)(��"�� !� �'!��!�'��"�  �����66����(�!�0��+��*�! ������ � /'�,�

��*#!�� $*��'� �%��� !'0� ���!,�#��)*.� ���'�,*� ��� ��*#!"��,�

 �&,*1����,� 
�!�$����� �$1�"� ��*#!"�  �&��)!�'�� )�+�!���%!�!,�'��� n, �����

 �&,*1!.1!�� ���!� $*�*'� ��*#!"��,�� 6*�)(��,��� )�+�!� ,�� �,��'�
���������'��!�'�#��)�"����!,�#��)�"����'�,�"���'�.�!�����*�'��#'��
��'��,����� !����� ,������ � ��.'��� #!�'��,� ��*#!�,� ,�����"�

�'��!�'�#��)��� 
�&��)!&!���+�� �-��,���������!'0������ !���"� � ����#'�� �

&! ���,��'���'���-!�,���&!�!#��������'�'�����$3�)'������������'�� 



 21 

��� � ������ ,�+*'� $�'0� �%��!��� �!&��#��,��  ��!,�� ,�����"�� ���

�!�$���'���!&��#�����$3�)'������� ������,�+*'�$�'0��%��!�������,� 
��'�,���� ���,�,������ 

�#-�!'���� ,����0� %���,�1����� �*%%��'!� '�)!���-
 ��'���&��+�� �'!�)!�� ������	� �� ����� ��,����0� ���'�,�� %���,�1�����
+����+�� 
�#��'��+��� )�,$!"�!� �� +�$)�,� 
(�%��,�� '�+� �,���+!��,��

��������� �� ������ ,����� %����'! �'0�  �  ���� ��66����(�!�0��+��
*%�! ������ '���+��%����)!���%�! �"�#!�'0.��%����'! ��.1�"���$�"�

 ��-���� �&,*1���� 
��������� =++ ��� β , 

+��� m –�,!��!�� ��*1�"������'�,���������#!�'�"� 
��� ����� –� ���' �'�' ����� %���,�1������ �)����'0� �� *�)�������

���'�,���������#!�'�" 
β  –�  ���#��!�� � �!�!)'���&*.1!���!�������� /���+��� ���'�,�"�

���������%!'� �!���!�!)'����'�)!����'�,�" 
� –�)�/66�(���'����')��'�����'�,���������#!�'�" 
F(t) –� ��-���� �&,*1����� 

��������–�������'!�����&!+�'� )����%��%*�)!,���!�%�)� )* 
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�!��,�'��,�� #'�� %����'! ���'� )!����� �&� ��!+!�,��� /'�+��
��66����(�!�0��+��*�! ����� 

�� �� –����!���$*��� ����!��*�)������,����'�,���������#!�'�" 
��β –����!���$*��� ����!���)����'0.����'�,���������#!�'�" 

� –����!���$*��� ����!��*%�*+�,���� �"�' !,�����'�,���������
#!�'������� ��'!��!�'��,� ��� 

��� � ������ =++ ω��� .     (1.1) 

 

��������-��!�#�'�!�����,!��������'! ������,!'�,!'�#��)�"�,������

%���,�1������*%%��'!�'�)!���- ��'���&��+���'!�)! 

������	��-������'�*)'� �!�����,!�'�)!���- ��'���&��+���'!�)! 
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���������–����,!�)���'�*)(����#��'��+��)�,$!"�! 

���������-��!�#�'�!�����,!��������'! ������,!'�,!'�#��)�"�,������

���'�,��%���,�1������#��'��+��)�,$!"�!���+�$)�,�'�+� �,���+!��, 
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������4��!��!�#�#�!0�'#	�'#	!,�%�!+�'�����) 
 
�!��#��� ,�����"�� '�#����� ,!'�,!'�#��)��� ,�����"� ���'�,��

�'���0����/��,��'� �����%��(���� ���!�!)'��!� ��-��+�� �&,*1�����
�!�'� �&,�����'0� �%����'0�� �'�,�#�������!�!��'�#��)�����-�������

%�� ��'�����!�!��&� 
 

��������#�!	!,�%������4��!��'#	�'#	!,�%�!+�'�����) 
 
�!��,�'��,�/'*�&!�!#*�%��,���'��0���)��!�$�����%���'�"�

���!,�#��)�"����'�,��– �!��)��)�%�.#�'��!,�%�!'�"��4�!'�

"�0'13��!�'��8�!6�#��)��,����0�'!)�"����'�,��%�� ����!��!������
���������������-�%���,�1�����,!����
)�,$!"�!���*%%��'!����%�,�10.�

*%�*+�+����+!�!�
(�%0��%�*���!�� ��'��%����!��#���'������ ����'�,��

�*��+��� �&)�+��������� 

�#	�'#	!,�%�#
� '���� � �!��,!'�� !�,�"� ���'�,��

%����'! ���!� !�!��'�#��)�"� &! ���,��'0.� 
������ ��� /'��� ���'�,�

%!�!,�'���,!'�,!'�#��)�"�,������n���� –�%��'������� ���#���� 
����!�*-!���$1���'���%��,�,� �)!#��' �� ��-��+�� �&,*1�����

'��0)��%���,���*.� ���'! ��.1*.� +!�,���#��)�+�� �&,*1������'����
f(t) = = asin ���� ?���0� ���� *��$�' !� #!�'�'*�  ��-��+��  �&,*1�����
�$�&�!#�����; a = Fm-1; � = 0. 

�& ��'����#'���$1�,���-����,�*�! ������
������ ���'����*,,!�
��-���"����������+��*�! ������0���#!�'��+����-�����q��'��� 

 
 = 0 + q . 

 
��-����,����������+����66����(�!�0��+��*�! ����� 
 

�� � =++ ���� ω���  , 
 

���' �'�' *.1�+���!���,*������������,*���66����(�!�0��,*�
*�! ����.��$*��'� 

UW�� =� , 
+���r –�)����0��!�!)'����'�#��)�+��*�! ������ 

�� �� =++ ω��� , 
��

��� ω−±−= ��� , 

2���/'�,� �&,�����'�����*#!� 

1. D = ( �� ω−� ) < 0.  2. D > 0. 3. D = 0. 
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��*#!"��� D�7����='���&�!#!�'��#'��)7B��!����'�,�������)�'�����
�,��'�,��'��/'�����'��-�������!&� !.'����'�,!,����,!��,�� �&)�,�

��%��'� �����,� 
��+�! 

����
��� � �
�
����� −=±−≡−±−= ωω . 

2���'! ���� )����� �!�!)'����'�#��)�+�� *�! ������  � ��-�����
���������+��*�! �������%��*#�,�� !�#!�'������-���� 

������
�

�

��	���
��

����

����

��

��


������
�

�


�������

QWWUWU

QWWUWU

−

−

=−=

=+=
 

2��������-�����*�! ����� 

�����	�� ��� 
��
���� QW += − ,   (2.1) 
 

+��� �1, �2 –�%��'���������'�+���� !�����)�'������%������.'����&�
�!#!�0����*��� �"��2�����,��#'��%���t=0 x0=S0, �� = V0��%��*#�, 
 

��� ��
�

��� ���
��� +== −  
 

��+�!�%��������-��������������+��*�! ������%��,�'� �� 
 

�������	� �
���� 
�
���
���� QW −− ++=  

 
)�'�����*��$���%����'! �'0� � ����
� ���*'0� 

 

������� ψ+= − 
���� QW ,     (2.2) 
+�� 

).(

;;cos;sin
1

21

2
2

2
100201

−=

+===

CCarctg

CCAACAC

ψ

ψψ
 

�&�%��*#������ ��!����"�
���������
�������-���������������+��
��66����(�!�0��+�� *�! ������ ����*�'� )!)� �� $�� ��� $����
 ��!������  � �)�$)!�� 
����� ���� ��,����'��0� ������ ψ+
��  � ��*#!��

����� %��� ∞→�  �� →� �� '���� %�� ��'�#���.� �%���������"�

%�������'��0���'�� ���'�,!�  �& �!'�'���  � ��������� �! �� ������

���'������� 2��� /'�,� �!��#��� %������#��)�+�� 
%�����!�
�

��
) 

��,����'���� � ���'��0�' *�'� �� )���$!'��0��,� �!�!)'���� %������!�
���'�,�� ��! �� ������
%�� ��!#!�0�����%��������� �!���������� 
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2��������-��������������+��*�! ����� 

�

�

�
�

�

��
�

ω

ω
ππτ

�



−

⋅== − . 

%����'! �,� � ��� 

�

�

�

�

� ��� −
−

=











−= πωτ

ω
ττ �

. 

��+�!��'��-���� 

µττ ==−+−− �� ���
�� �

QWQQW �����  

 
�!&� !.'�)�/66�(���'�,�&!'*�!�����!� ���#��* 

�
��

� ����
−

−




 −=== �� ωπτµδ  

 
�!&� !.'���+!��6,�#��)�,���)��,��'�,�
&!'*�!���,��)���$!��". 

�!�%�!)'�)���������,��'���+�!6�#��)���%����'! ��������-�����
���� !�!��'�#��)��� ��-����� ���������+�� ��66����(�!�0��+��
*�! ���������+!��6,�#��)�"���)��,��'�)���$!��"��%�������'���)!)�
�'��-����� *,��0-����� !,%��'*��� )���$!��"� #���&� %������ �0, 
��������� �"�' �'��0���� �$�&�!#� � �')�������� ���'�,�� �'�
�! �� ����+�����'������S���#���&�%�������0 – S1��!�S - S1= ∆ S��%��*#�,��

#'� 

����� �−∆−= ���δ . 
 

������!&���� � ������'��-�����%���&�!)�,���+!��6,!��%��*#�, 

��������-�8�!6�#��)���%����'! ������� �$������)���$!��"����'�,����
,!��,� �&)�,���%��'� �����, 
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�������� ��� +⋅∆+⋅∆+= −− ����δ  
 

�')*�!��%��$�������� 

�

�∆≈δ . 

����� !'��0���� �!��#���  �&)�+�� ��%��'� ������ 
���� %���'��
��%��'� ������  � ���'�,���� �$*��� �� !.1�+�� ���$����,��'0�
�!����� !'0� 
�!���� !'0�� /���+�.� �!� %����������� /'�+��
��%��'� ������%�� ���'�)�'�,*��#'�� � �����!���!&��&��! �� ����+��
���'������ �� %�����'! ����!�� �!,�"� ��$�� ���!,�#��)!�� ���'�,!�
%������'� ��� !� )� %�����,*� �! �� ����,*� ���'����.�� �*+�,��

��� !,���)���$!���� ����'�,��&!'*�!.'����,%������)����'0�&!'*�!����
)���$!��"� ����'�,���%������.'��������+!��6,�#��)�,���)��,��'�,� 

2��)��0)*� n� � ,!��� 
n����� �0 ≈ � ��� ='�� �&�!#!�'�� #'�� �!��#���
,!��+����%��'� ������%�#'������&,����'�%�����!�)���$!��"����'�,�� 

��*#!"��� D > 0, n > ��–���*#!"�#$��0-�+�”���%��'� ������ 
��/'�,���*#!��)������!�!)'����'�#��)�+��*�! ����� 

��
��

��
��� � ωω −=±−≡−±−= �

����  

� ��.'��� �1��' ����,�������-��������������+��*�! ������
%����,!�'� �� 

�� ��

���
WSWSQW ������

−− += . 
 

��*#!"� �� D = 0, n = ����������!�!)'����'�#��)�+��*�! ������
 �1��' ��������! ���,���*���$�"����-��������������+��*�! ������
%����,!�'� �� 

�� ��� ����� QW += − . 
 

��-�����*�! ������������#'��'������� ����������'�,�� �
��*#!����������!&� !.'���!%������#��)�,�"�������*#!����-�%�����0���
!%������#��)�,� 

<!�'���� ��-����� ��66����(�!�0��+�� *�! ������ q� �$�#���
�1*'� �'�,���� �����#'���� ���%�! �"�#!�'���������+��*�! ������ 

 
����

q
λλ �	���� += ,     (2.3) 

 
+�������� -�%��'������"�� –�#!�'�'!� ��-��+�� �&,*1����� 

��� �!��������� %��'������� �� �� �� #!�'���� ��-�����
%���'! ��.'� ������������66����(�!�0����*�! ���������/'�"�(��0.�

� !����%����66����(��� ! � ��!������
���� 
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��	����

�����	�

�� ����
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q

q

λλλλ

λλλλ

−−=
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��

�

 

 
�� %���'! � � �+��  � ��������� ��66����(�!�0���� *�! ������� !� &!'�,�

%���! �� �  ��!������ %��� �/)� ��� �� ���� ���� %��*#�,� ���'�,*� �&� � *��
!�+�$�!�#��)���*�! ����"��%�������-�����)�'���"�$*��,��,�'0 
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�
���

�����

�����

��

λλ
λ

λλ
λ
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	�

+−
−=

+−
−=

 

����!�0��"-�+��*��$���#!�'������-�����%����'! �'0� � ��� 
 

����� αλ −= ���
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�#�'� !��� #'�� %��� #,!���$� &�!#������ n�� ,����� %�����'0�

��
 ��� ==ω ��%��*#�, 

����� �������

�����

ωλωλ

αλ

�

��
� F
q

+−

−= . 

?���0�k=F/C. 

�����%����� �
�

παλ =−� ��&!%�-�, 

����� �������

�

ωλωλ ��

�

F +−
= , 

 
%�)!&� !.1��� ���)��0)���!&��')�����������'�,���'��! �� ����+��
���'������%������!,�#��)�"�
%������#��)�"���!+�*&)��$��0-��
�')�����������%����'!'�#��)�"��!+�*&)��'�"���� ���#���� 

�'��-�����
^

�
�

=
+− ����� �������

�

ωλωλ
 

 
%����'���!&� !'0�)�/66�(���'�,����!,�#���'�����'�,���������
!,%��'*���-#!�'�'��"��!�!)'����'�)�"� 
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�!��,�'��,� $����� ��'!�0��� )�/66�(���'� ���!,�#���'��

���'�,���)!)�6*�)(�.�#!�'�'� 
1.  2���#!�'�'���!+�*&)����= 0, K^ = 1  –��'!'�#��)����!+�*������ 
2.  2��� �'�*'�' ��� �!��������  � ���'�,��� '���� n = 0 –����!�0�!��

���!,�#��)!�����'�,!��
�����

�
�ωλ−

=
^

� ����� '���,���*#!�� �&,�����

 !��!�'� 
2.1.  <!�'�'!� �!+�*&)�� �'��,�'��� )� #!�'�'�� ��$�' ������

)���$!��"�� ωλ → , ∞→→= ^
������ ωλε –���&��!��� 

2.2.  2��� ωλ → �������������%��� �→ε ����� �<ε ��)�/66�(���'�
���!,�#���'�� �&�!�'!�'��'������∞. 

2.3.  2���  �&�!�'!���� #!�'�'�� �!+�*&)�� �� �� ��� ( �>ε ��

 �&�!�'!�'�'����'�#��)�����∞) K^�*,��0-!�'����'�∞������ 
3.  n ≠  0 –� ��!�0�!�����!,�#��)!�� ���'�,!���� /'�,� ��*#!��%���

���  ( �>ε ) K^= λω ����  = �����'�)�����. 
���$1�,������*#!��� &� �%���& ���*.��'�K^�%������%���! �� ����

)��*�.��%��*#�, 

�����

�����

��������

�����������

ωλωλ

ωλωλωλ
λ �

�

�

��
^

+−

+−−= . 

�')*�! 
���� ���� ωωλ �−= , 

��� 

pn λωωλ =−= 22 /21 , 

%��� )�'���"�  ���#��!� K^� ���'�+!�'� /)�'��,*,!� 
,!)��,*,!��� ='!�
#!�'�'!�������!�0��"����!,�#��)�"����'�,���!&� !�'�����&��!����"�

�p��!�,!)��,!�0�!�� ���#��!�)�/66�(���'!����!,�#���'� 

22222max.
/4])/(1[

1

ωλωλ pp

^

n
K

+−
= . 

�&� %�� ������"� &! ���,��'�� ����*�'�� #'��  � ��!�0��"�
���!,�#��)�"� ���'�,�� ��&��!��� 
,!)��,!�0���� &�!#�����
)�/66�(���'!� ���!,�#���'��� ���'�+!�'��� �!�0-�� �!�  ���#��*�

�� ���� ω�−− ��� �� %!������ #!�'�'�� �!+�*&)�� �� #!�'�'�" 
��$�' ������)���$!��"����'�,�� 
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8�!6�#��)��� %����'! ������ )�/66�(���'!� ���!,�#���'��

���'�,�� �,��'�  ���� %�)!&!���"� �!� ����� ����� ��+�!� �$1��� ��-�����
*�! ������
�����%��,�'� �� 

����������
�

αλψ −++= − ���
����
F^

QW , 
 

���� )�'���+��� �!#��!�� �� ��)�'���+�� &�!#����� t=ti� %�� ��� ��!+!�,���

#!�'���� ��-������ �&-&!� �! ���' !� �*�.� � i

QW− �� '!)��� $*��'� �! ���
�*�.������-�����$*��'��,�'0� �� 
 

x = K^ xcsin(�t-a)      (2.4) 
2������ti��!&� !.'�%��������,�������*�'!�� � -�,��� 
�&� 
����� ����*�'�� #'��  � *�'!�� � -�,��� 
%����� %�����!� t= ti) 

����,�����!,�#��)!�����'�,!��!����'��� �)���$!'��0��,�%��(�������
#!�'�'�"� ��-��+�� �&,*1���������������� 

��������-�8�!6�#��)���%����'! �������$1�+����-�����,!'�,!'�#��)�"�

,����������"��"����!,�#��)�"����'�,����+!�,���#��)�,� �&,*1����, 

��������-�8�!6�#��)���%����'! ������)�/66�(���'!����!,�#���'��

���'�,� 
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�)!��,� �!� ���*� �!�!)'���*.� ���$�����'0�� %���*1*.�

����"��,� ���!,�#��)�,� ���'�,!,�� ��+�!���� ��-���.� 
����� ��

 ��!����.�����)�/66�(���'!����!,�#���'���')�����������'�,���'�
�! �� ����+�� ���'������ 
 ���#��!� �  � 
������  � %�� *.� �#����0�
�$*��! �� !�'��� ��� �')�������,� ��� %��� �'!'�#��)�"� �!+�*&)�� k�� !�
 ���#���"� )�/66�(���'!� ���!,�#���'��� 2�������"� ��� &! ���'� �'�
#!�'�'�� �!+�*&)��� '�#����� �'� $��&��'�� #!�'�'�� �!+�*&)�� �� #!�'�'��

��$�' ������ )���$!��"� ���'�,��� �*+�,�� ��� !,��� ���� ����"����
���!,�#��)��� ���'�,� �%������.1�,� � ���'��� ��� !,%��'*�!�� !�
#!�'�'!��!+�*&)���%��)��0)*�%����.$�"���'��#��"��'��*���!,%��'*����
�� �� %!������ #!�'�'� �!+�*&)�� �� ��$�' ����,�� #!�'�'!,�� ���'�,��

)�/66�(���'� ��� ���!,�#���'��� !� ����� !'��0���� �� �')��������
���'�,���'��! �� ����+�� ���'������� �'��,�'���)�$��)���#���'������
���!�0��"� ���!,�#��)�"� ���'�,�� 
K^�∞��� ��� ��!�0��"�
���!,�#��)�"����'�,�� 
n ≠ ��� ���#��!�)�/66�(���'!����!,�#���'��

)���#�!�� ��� �&-&!� ,!���'��  ���#���� )� ��!� ���'�+!�'� �� ��0���
$��0-���&�!#���"� 

�!)�,� �$�!&�,�� ���� ����"���� ���!,�#��)��� ���'�,� #!�'�'!�
�!+�*&)�� � ���'��� �%������.1�,� %!�!,�'��,�� �!�!)'���&*.1�,� ���
%� �������%������!,�#��)�,� ��-��,� �&,*1����� 

�!��,�'��,�'�%��0�$������$1*.�)!�'��*�–�%� �����������"��"�

���!,�#��)�"� ���'�,�� %��� %�1,#)��'� +#�#�	���� "��4��.��

"�0'13��!
�� � �"�' !� )�'���+�� ,�+*'� $�'0� %����'��� $��&)�,�� )�
� �"�' !,� ��*#!"��+��%��(���!�'�%!� #$���+��-*,!$�� ���/'�,���*#!��
�����������66����(�!�0����*�! ������&!%�-�'��� � ���� ��	! 

 

��� � ����� ξω =++ ���  ,    (2.5) 
 

+��� ���ξ –� ��*#!"��"� %��(���� ��� � �"�' �,� #$���+�� -*,!$��  �
�!�0��"-�,������)�!')��'���–���*#!"��"�$���"�-*,� 

�%*�)!��'!)��!&� !�,��� �)�!�)����-������&-&!����!�%��#����

�!%��,���� ���!��,�'������  �%���!� �� %����!'�#��"� 6*�)(��� ��

��)�'����� ��*+��� � �&!����� �� ��-����,� /'�+�� '�%!� *�! ����"�

 �%���� ���%�)'�!�0�!��%��'���'0����%��������-�����*�! ����������
*�'!�� � -�+��������,!��!$�'���,��'� �� 

 

���� ���

��
��

λωλ
λ ξ

�

��
� [ +−

= , 

 
+��� ����ξ –��%�)'�!�0�!��%��'���'0���*#!"��+��$���+��-*,!� 
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2��)��0)*� ����ξ ������!��,!'�� !�,�+����*#!"��+��%��(���!�– 

 ���#��!� %��'����!��� )�'��*.� %��,�,� �! ��"��ξ ��,����� &!%��!'0��

#'� 

���� ���
��

λωλ
λ ξ

�

�
� [ +−

= . 

 
�')*�!� ����*�'�� #'�� %��� �� %!������ #!�'�'� �!+�*&)�� ��

��$�' ������ #!�'�'� ���'�,�� 
�� �� ���� �%�)'�!�0�!�� %��'���'0�
���%��������-�����%����,!�'�,!)��,!�0����&�!#����� 

��

PD[

�
��

λ
λ ξ

�

�
�
o

= . 

8�!6�#��)��/'��$*��'� �+����'0�'!)��)!)�%�)!&!����!���������� 
�&��&�������+�� �-��,���������!'0�����*.1���&!)�.#�����

���������"�!�����!,�#��)!�����'�,!��!����'���%��� �&��"�' ��,�

��*#!"��+��%��(���!����� �"�' !,��#$���+��-*,!$��'��%�!)'�#��)��

 ��+�!��!"��'���#!�'�'!��!+�*&)���$��&)!��)�#!�'�'����$�' ������
)���$!��"����'�,��� 

�!� /'�"� #!�'�'��� !� '�#����� �!� $��&)��� )� ��"� #!�'�'!����

%��)��0)*� %��1!�0� ������  ��+�!� �! �!� �*�.��� ���%������� '����
�')���������'��! �� ����+�����'���������'�,���$*��'�,!)��,!�0��"��

�&� /'�+�� '!)��� ����*�'��#'���&,�������%!�!,�'�� � ���'�,�� 
,!�����

���')��'���� �$*��! �� !.1��� �&,������� ��� ��$�' ����"� ����

��$�' ������ ���� ,��+�,!��� ��� ���'�,� #!�'�'� ��� ��)�.#!�'�

��������-�8�!6�#��)���%����'! ��������-�����,!'�,!'�#��)�" 
,����������"��"����!,�#��)�"����'�,�������*#!"��,� �&,*1����, 
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)���$!'��0��+�� %��(���!� ���� ���'�,��  ��-��"� �!+�*&)�"� )�'�����
� ���'��� ��*#!"��"�$���"�-*,��!�'��0)���,�1!�'� 
* ���#� !�'�����

*,��0-!�'��#!�'�'������%�������!�)�'��������'�+!�'�,!)��,!�0����
&�!#���"�� 

 
�����5!%����*��'�	��*���4��!
�'#	�'#	!,�%�!+�'�����)�� 

��	��'!�!��"#��*��'����!���!��)�*��'����!����4��!��%!%	�'� 
�!��)�*+�!����!��)�*+�#�.���#!,�%�!+�1�#"���!) 

 
�!)� *��� +� ������0��  � ��'��,����� !����� ,������� �  ���

��6��,!(��� �� ,������*�,�,�  � ������ ���� %��(����� � ���'���
%�����'0.� �%���������"��4����0�� %����'! ����!��    ���� ����"����
!�+�$�!�#��)���� ���66����(�!�0����*�! ����"�����������'�,�$*��'�
�!&� !'0��� ����"��"�� ���!)�� /'�� ��� �&�!#!�'�� #'�� ��!� �%��� !�'�
����"�*.� ���'�,*�� 2��������� �%�������'��� 18� ��,� ��'!��&!(���

,���������'�%��0.��A�%��$��������)����!�0��,*��$3�)'*����&!�!#!,��

������� !������!��,�'��,� ���*� �&� '!)���,�����"���!)��%��� �!�#�'��
+��,�'��#��)���%�+��-���'�"�%����������*&�� ��'!�)!��� ��.1�����
���'! ��,�� #!�'�,�� �$1�"� � %�+��-���'�� �$�!$�')�� � ��'!����

%��,���.'� !%%!�!'�� ��%��0&*�,�"�   ���!,�)�� � ' A���+�� '��!��2���

/'�,� ���'! ���'��� � ���'�,!� '�A�� !�+�$�!�#��)��� *�! ����"�

�'����'��0��� %���)(�"�  �)'��!� � %�+��-���'�� �!� ����  �$�!���"�

���'�,�� )������!'�� �!��,�'��,� /'�� �!� %��,���� $��(��'�� �+��
-��6� !���� �(�������#��)�"� &!+�'� )����!%��,������������� ������!�
���,�� �$�&�!#���� �� -� &!+�'� )!� "� �- ��*1�"� )�*+� 
,��0-�+��
��!,�'�!�"� �� -� -��6*.1�"� )�*+� 
$��0-�+�� ��!,�'�!� �"� �� -� �%��!�

������ �2��� �!���"� ���,�� �$�!$�')�� ��)�,�"� %�+��-���'0.� $*��'�
�,�1���� 

Z
δ  '�#)�� �� &!+�'� )�� ��� -��6*.1�,� )�*+�,�  �

&! ���,��'�� �'� �& ��'���� �,�1���"� '�#�) �� �� �� &!+�'� )���

)��'!)'��*.1������ ��*1�,�)�*+�,�������,� 
 

yyAxxAA aa δδδ += , 

 
���+��� axA,  ayA –%���)(��� ��'!� ���,!��� � )A�  � '�#)�� �� �!� ���� 9� ��

Y; yx δδ , -�,!�����,�1����������'�,��)������!'����' �'�' ����� ���0�

���"�9���:�� 
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���������-����,!�$��(��'�� �+��-��6� !��� 
 

��� �%���������� yx δδ , � � ���'! �,� ���'�,*� *�! ����"� ����

%���)(�"� �)'��!�%�+��-���'� 
 

( ) ( )

,1

;1

;sincos

cyx

cyx

Byx

ro

oo

o

δγδδ
δγδδ

δγδβλδβλ

′=++

=+−

=+−+−−

 

 
+��� - Bδ � ��

k
δ � �,�1����� '�#�)��� ���� %�� ���,!��� )� (������*� "� cδ ′  - 

�,�1�����'�#)����%��)!�!'��0��""� � γ  -�,���,!�0��"�*+���%� ���'!�
���'�,��)������!'��'����'��0�������;�"�4�-��!��*�- �)'����� 

2����� �  � �!���"� � ���'�,�� &�!#����� λ � �� β � %��'�����,��

 ���#��!,��� %��*#�,� ���'�,*� ����"���� !�+�$�!�#��)��� *�! ����"��

� ��.1*.��� ,����0.� ������*�,�+�� %!�!,�'�!� –� +��,�'��#��)�"�
%�+��-���'���'!�)!�� 

2��� ���,!�0��,� %������� ��-����� ���'�,� ����"����
!�+�$�!�#��)���*�! ����"������������������!�)��'0��%������'����%��
6��,*��� ��!,,��!�� ���!)��� %��� ��%������' ����,� �!�)��'���

�%������'���"� ��-����� ���'�,�� � �� )� ���& ��'��,�� '��$*�'� )� )<�

!��6,�'�#��)��� �%��!(�"� –� *��� %��� )5��� '!)��� #����� �%��!(�"�

�����'*%���������)�'�����=�4���*+�"�%��#���"���%���,��,��'��

)�!���#��)�+���%���$!�%�����-������!���"�&!�!#���!�=�4�� ���'���
���0���� ��������)�*+����"��!��)��#!'��0��"���&*�0'!'� 

2�/'�,*� %��� ��-����� �!���"� &!�!#�� �!� =�4� ���$����,��
%��0&� !'0��� #�������,�� ,�'��!,��� )�'����� %����'! ��.'� ��$�"�
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%��$��������� ,�'���� ��-����� &!�!#� !�!��&!���� � �&�� �� /'�,� %���

��%��0&� !����#���������,�'��� ����$����,��*#�'� !'0�����*.1���
%�+��-���'��%�+��-���'���%��!����,�����"�&!�!#�� "�%�+��-���'���

�$*��� ������� ��'�#���'0.� ��������� �!����� "� %�+��-���'��

 �%��������!��6,�'�#��)�����"�' �"��2��%� ��*�%�������������1�'�
�!%�,��'0�� #'�� %�����0�!�� !$���.'�!�� %�+��-���'0� �*,,�� �����

�!&���'�� �! �!� �*,,�� %�����0���� !$���.'���� %�+��-���'�"�

��!+!�,����2�����0�!���'����'��0�!��%�+��-���'0�%���& �����������

#!�'��+���! �!��*,,��%�����0�����'����'��0����%�+��-���'�"� 
�'!)�� �!��,�'��,� ���'�,*� ) ����"���� *�! ����"� �� )�

���& ��'��,��  










=+++

=+++
=+++

,...

...............................................

;...

;...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

dxaxaxa

dxaxaxa

dxaxaxa

 

+���3ij-�)�/66�(���'�"� nji ,1, =  -���"�' �'��0���� �#���!��='*����'�,*�
,�����%����'! �'0� �,!'��#��"�6��,� 

 
Ax=d ,     (2.6) 

 
+���A=[aij]

n
1 , x=[x1,x2…,xn]

T 
����-���, ���'�!��%��'��� !�������

��-���.� �'!)���*�! ����"�� ���'������'��0)��$��0-���#�����&!�!#��
 �&��)!.1���  � '����)��� ��� �� #��'�� &!�!#� !�!��&!�� � � �&!����� ��
%��$�������,� ��-����,� ���'�,� ��66����(�!�0���� ����

��'�+�!�0����*�! ����������������,��&�'�#����#���������,�'��� �

�!.1��� ,���,!�0�*.� %�+��-���'0� �)�*+����"�� ��-����� ���'�,�

����"����!�+�$�!�#��)���*�! ����"��� ���'���,�'���8!*��!�%�����,��

!��()�+��� � ���� ��!��&!(��� )�'���"� ���$����,� ( )12 −nn  
!��6,�'�#��)��� �%��!(�"�� 2�� �!���,*� ,�'��*� ,!'��(!�
)�/66�(���'� � �� %����'! ���'���  �  ���� %���& ������� � *��
'��*+��0����,!'��(��'��� 

CBA =      , (2.7)  
 

 +��� �� - ������� '��*+��0�!�� ,!'��(!� "� �� -�  ������� '��*+��0�!��
,!'��(!�� %��#�,� ��� ��!+��!�0���� )�/66�(���'�� �! ��� �����(���
2���'! � �
������������� 

CBx=d. (2.8) 
 

�$�&�!#�,��x=y     
��%���%�-�,�
��	�� � ����� 

Cy=d .      (2.9) 
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��-����� 
����� �!&� !�'��� %��,�,� ����,� ,�'��!� 8!*��!��
��-�����
��	��-��$�!'��,�����,�,�'��!�8!*��!� 

��+���',�  �#�������� /��,��'� � ,!'��(� �� �� ��� !� '!)���
/��,��'� �  �)'��� � 1� � x� � � *��$��� %����'! ��'0�  �  ���� '!$��(���

�!%��,����������)5� 
 

 I   III   V    VII   IX 
c11 b12 b13 b14  b15   y1  II 
c21 c22 b23 b24  b25   y2  IV 
�31��32 �33 b34  b35    y3  VI 
c41 c42 c43  c44  b45   y4  VIII 
c51 c52 c53 c54  c55    y5   X 
x1   x2   x3   x4   x5   -    XI 

 
2������ !'��0���'0�  �#�������� /��,��'� � �$�&�!#��!�

��,�)�,�� � � � �(�6�!,�������%���������� �ij  -����$����,��*,����'0�
/��,��'�'!$��(� cik, )�'���"��!����'������ !���' cij ,� ��'��)���/�����!�
���' �'�' *.1�"�/��,��'�'!$��(���kj���!�%��������"�� ���*��'��ii� �
�'��$(�� ��� �� %��*#!�,��� ��&*�0'!'�� �����'0. �!%��,���� ����
 �#���������4,4���!����%������'0 

 

4,44,33,44,22,44,11,4 cbcbcbc ′=++ . 

 
2��*#!�,�"���&*�0'!'� �#�'!.'��&����' �'�' *.1�+��/��,��'!�
,!'��(��� 

4,44,44,4 cac ′−= . 

��� �#��������/��,��'� �,!'��(������ �)'��!�y���&*�0'!'��
%��*#����"�%��!�!��+����� �#�������,��=ij ,  ,�����'��!�=ii���!%��,��� 

 
;5,33,45,.22,45,11,45,4 bcbcbcb ++=′  

( ) 4,45,45,45,4 / cbab ′−=  

 
�!)�,�����$�!&�,� �#����.'��  yi: 
 

33,422,411,44 ycycycy ++=′ ;            ( ) 4,4444 cydy ′−= . 

 
����$�!'��"� ���� –� �!�������� xi ��*1��' ���'��� '!) x5=y5�� ���
 �#��������>4�%���,���!.'�#�' ��'*.��'��)*�,!'��(�����!� �)'���x  
�� �#�'!.'�%��*#������&�!#������&�14�3 
 

5,4544 bxyx −= ;  4,345,353 bxbxx +=′ ; 333 xyx ′−= . 
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���,�� *)!&!���+�� ,�'��!�� �*1��' *.'� '!)��� �� ��*+���
#��������� ,�'���� ��-����� ���'�,�� ����"���� !�+�$�!�#��)���
183 ����"�,�'���%���'�"��'��!(����,�'���?�"���������� 

����� �!,� ���$����,�� ��-�'0� #�������� ��� ���'�,*�� !�� �����
������"���� !�+�$�!�#��)��� *�! ������� '�� ,�����  ��%��0&� !'0����
�!%��,����,�'���,����������,�'���,�)!�!'��0���� 

�*1���'0�,�'��!���������������!�����'��'� �'�,�#'��)����0�
���
�������+�� *�! ������ ( )xfy = � ��)!��&*�,� �!� ��'�� !���  3��!�� !����
%�� ���,�����*�����*�! ������)�'���"�$*��'� 

 
( )

( ) ( ) ab

ax

afbf

afy

−
−=

−
−  . 

 
��/'�,�*�! ������%��!+!�,�y=0. ��+�! 

( )( )
( ) ( )afbf

abaf
aa

−
−−=1  

��������
( )( )
( ) ( )�

��
��

	���

	�	�
		

−
−−= ���'������%�)!��!&���'0��2-�1 ����'!��'�

,�����&!�!���"�%�+��-���'�� �#������"� 

�����

�����������

������

����� �����

���������������

�����

�����
�����

���������������

�����
������ ������

�����	��������������>    
����

�����′    	��������������>    
����

 
� �*1���'0� ,�'��!� )!�!'��0���� 
�,�� ��������� $�� ���'��'�  �

'�,� #'�� )� +�!6�)*� 6*�)(��� ( )xfy = �  � '�#)�� �� ���� �� 
+�!��(��

��'�� !�!��������!1�+��)����0�*�! �������%�� ���,�)!�!'��0�*.���

���������-�8�!6�#��)���%����'! ������,�'��� �
����
!���� 
)!�!'��0����
$� 
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&!�%��$���������&�!#�����)�����%����,!�,�'�#)*�%�����#�����/'�"�

)!�!'��0��"�����0.��
���!�!'��0�*.��!���%�� ���'0� �'�"�'�#)��� �
)�'���"�6*�)(������A� '��!��%���& ���!���,�.'��������'�'����&�!)� 
����! ������)!�!'��0��"�'�#)��� 

( )00 xxkyy −=− , 
 

���    ( ) ( )( )bxbfbfy −′=− . 
 

2*�'0� 0=y ��'�+�!�
( )
( )bf

bf
bb

′
−=1  ,  

( )
( )1

1
12 bf

bf
bb

′
−= ���'���� 

!���"�,�'����!&� !.'��1A�,�'���,��0.'��!-�!6���!� 
 

2.3 �5!%��������!&&�����!��"#�!��!��!�	�.�!��"#�!��
&1���!) 

 
2��� �!��,�'������  �%���!� #�������+�� ��-����� ������"����

!�+�$�!�#��)���*�! ����"�,�'���,��0.'��!-�!6���!�$����%�)!&!����
#'��������-�����*�! ���������$����,�� �#��������%�� �"��� '���"�

%���& ����"� &!�!���"� 6*�)(���� ����� ,�� &�!�,� !�!��'�#��)���
 ��!������ ���� /'��� %���& ������� '��  �#�������� ��� &�!#���"� ���
%����'! ���'�'�*�!�����!)��#��� �)*��)�'���"���-!�'�!�+�$�!�#��)���
*�! ��������!%��,�����!�=�4��� ��,����$�&!'��0���%�,��'0�%�! ��!�
��66����(��� !����� '�)�� /'*�%��(��*�*�,�����  �%����'0�#��������
�!�'�"����=�4� 
��2���'�"-���6��,*��� #�������+�� ��66����(��� !���� %��*#!.'�  �
��&*�0'!'����66����(��� !������'��%���(�������6��,*� 
 

( )( ) ( )( )xLxf k
n

k ≈ . 
 

��#!�'���'��������*&�����'��%���(����!��%���������!��! ����
�!��'������� �� -!+�,� ?�� '��� hqxxi += 0 �� !� �!&���'0� ,���*�
���' �'�' *.1�,�� &�!#����,�� 6*�)(��� >o � xi� $*��'� )���#��"�

�!&���'0.�� ����#���� �!&���'�� @-+�� %����)!�  ��!�!�'��� #���&�
&�!#�����6*�)(���%��6��,*�� 

( ) ( )ijki
j

k

jk

j

k
i

k xfCyf −+
=
∑ −=∆=∆

0
0 1 , 

+��� -  ( )[ ] 1!1!! −−= kjkC j
k  - #�������#�'!��"��&�@�/��,��'� �%�� �����+�!�

6��,*�!�����#�������+���%����������%�� �"�%���& ����"�6*�)(�� 
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+�� SK

(I)
  -��*,,!� ���� kj ,1= �%���/���,����'���"���!%��,��� S3

(1)= 

=1+2+3=6; S3
(2)=1*2+1*3+2*3=11; S3

(3)=1*2*3=6. 
�"�' ��,�� %��'� �%������,� ��66����(��� !��.�� � ���'���

��'�+���� !���� 6*�)(�".� 2���'�"-��� 6��,*��� � #�������+��
��'�+���� !�����6*�)(�"�%��*#!.'����&�%��$�������+�� �#��������
�%���������+�� ��'�+�!�!�� ����� %��$�������+��  �#��������
��'�+�!�� ����'��'� �����*.1�,�%��1!�0�)�� �����"��"�'�!%�(���

%�����'�+�!��,�&!,����,��!�%��1!�0�'!)�"�6�+*����)�'��!���,��'�'��
������� !������ ���*��+�!��#��!������"��%��,�)!.1�"�)�������A
>���

��� '!)�"�� #'�$�� %��1!�0� 6�+*��� %��� /'�"� �����"� ,����� $����
 �#����'0�� ��� %��$�+!�� )� �%��������.� ��'�+�!�!�� �� '������+���

,!-����'������� �� '������ ��&!���� ,�����  �'��'�'0� ���� &!�!#��
%�� ���1���)����$����,��'�� �#����������'�+�!�!���!%��,����%���

�!��,�'������  �%���!� �!�#�'!� ��*%)�"� %��#���'�� ���*1�"� #!�'��

���'�*,��'!�� 2�� 4!�*�!� �!�*!)�� ���,!�0���� �� )!�!'��0����
�!%�������� �!�%������.'��� %�� ���*1�"� )��,)�� ���'�*,��'!�
�! ��,������������������*1!��)��,)!�%����'! ���!�  �  ����%���)�+��
)���!���*+��,�%��� ��-���� α2 .  

 

��+�!� �%��������)������!'!�����'! ��.1���%����+��
�!%�������� �)���� 

��������-��!%�������� ����*1�,�)�������&(!� 
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+�� > -�6*�)(����!%����������&�%��*#������ &! ���,��'�"�����*�'��
#'�� �������������!'���'�+�!����&�!#�����)�'�����,����� �#����'0�
��#�������,��,�'��!,����!��,�'��,���)�'������&�/'���,�'��� � 

 
4�'���%��,�*+��0��)� � 

���� !���� )�� �����"��"� '�!%�(��� �!&$� !�,� �! n� �! ����
#!�'�"��������	 

���*�)!���+����'�� !�!��$�&�!#�,�#���& 
( ) nabh −= . 

��+�!� 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]11 ... −+++≈∫ n

b

a

xfxfafhdxxf . 

='*�&! ���,��'0�,�����&!%��!'0� � ��� 

( ) ( )110 .... −+++−≈∫ n

b

a

yyy
n
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dxxf , 

���� � ���� 

( ) ( )n
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dxxf +++−≈∫ ...21 . 
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� ���'���!�!��+�,�,�'��!�%��,�*+��0��)� �����!)��&���0� ,��'��

%��,�*+��0��)� � �!��,!'�� !.'���� /��,��'!����� %��,�*+��0����
'�!%�(������������ 
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�!)� ������,�'���'�!%�(�"�%�& ����'�%��*#�'0�,��0-*.�%�+��--
���'0� �#����������'�+�!�!��#�,�,�'���%��,�*+��0��)� �����!)����

/'�'�,�'����!�'���)�'��*.�%�+��-���'0 
 

( ) ( )
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( )xf
ab

fR
bax

′′−≤
∈ ,

3

max
12 , 

+���
[ ]

)(max
,

xf
bax

′′
∈

 -� ,!)��,!�0���� &�!#�����  '���"� %���& �����6*�)(���

A
>���!���'�� !��� 3��!�%��!$���.'��"� ���#���� 
B�'�����,%���!�
%!�!$��� 
��'�� !�� 3�b!��!&$� !�,��! )���! ����#!�'�"��%��#�,�)��������

$�'0�#�'��,�
���������� 
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bax ,
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−≤ , 

 
+��� ( )xf IV

bax} ],[
max   —� ,!)��,!�0���� &�!#����� #�' ��'�"� %���& ����"�

6*�)(���A
>���!���'�� !��� 3��!�%��!$���.'��"� ���#���. 
���,��*)!&!�����,�'��� ���1��%��,����'���) !��!'*��!��6��,*�!�

8!*��! 

( ) ( )i
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xfAdxxf ∑∫
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≈
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+���Ci –�)�/66�(���'��%�����,!"�>i –�*&�����'��%���(����?���0�
&!�!#!�� ���'���)��%��������.�&�!#���"�Ci ���>i  �&�*��� �"�

'��$*�,�"�'�#���'���!�#�'� � 
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������5!%�������!�	�.�!��"#�!���!&&�����!#� �*+�1�#"���!) 
 
2��� �!��,�'������  �%���!� �� ,������� !���� ���'�,��  ��!��

,�����"� ,�� %��'������ ,!'�,!'�#��)*.� ,����0� ���!,�#��)�"�
���'�,�� '�)!���- ��'���&��+�� �'!�)!�� ��%��0&*�,*. � %���

������� !����  �$�!(�"��  �&��)!.1��� %��� ��&!����� !��!��
,!'�,!'�#��)!��,����0�$��!�%����'! ���!� � ������66����(�!�0����
*�! ����"�� ��-����� ��66����(�!�0���� *�! ����"� ,���'� $�'0�
%��*#���� ��$�� !�!��'�#��)��� ��$�� #�������,�� ,�'��!,���

� ��.1�,����%��$�������,����!��,�'��,���)�'������&����� 
4�'���="���!� 

2*�'0��,��'�����66����(�!�0����*�! �����  

),( yxfy =′ . 
���$����,���!"'����-�����*�! �������*�� ��' ���.1���

*��� �. 

0xx 0
y y== ��!���'�� !������� >0,b]. 

�����,�'��!�="���!����'��'� �'�,��#'����'�+�!�0�*.�)�� *.��

���' �'�' *.1*.� #!�'��,*� ��-���.�� *�� ��' ���.1�,*�
�!#!�0��,*�*��� �.��&!,����,��!���,!�*.�����.������������� 
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�����

	���������ϕ    ���������������

	����

���������� ������ ������ ������ ����������P��

 
�����������-��8�!6�#��)���%����'! ������,�'��!�="���!� 

 
2��� /'�,� ��'�� !��  >0,�!� �!&$� !�'��� �!�  )� �! ���� �'��&)�   

)( 0xbh −= n-1. 
��������&�*�! ������,���,��%������'0�*+�� �"�)�/66�(���'�

)!�!'��0��"�)���'�+�!�0��"������� �'�#)� (x0,y0) 
 

k=f(x0,y0). 
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��! ������)!�!'��0��"� �'�#)��
>0,y0) 
 

y-y0= f(x0, ,y0)(x-x0). 
 

�!� �'��&)� [x0,x1!� �*+*� )�� �" ( )xϕ � � � &!,����,� �!� �'��&�)�
)!�!'��0��"���!"��,�%��$���������&�!#�������-����� �'�#)�   x1: 

 
y1=y0+ f(x0, ,y0)(x1-x0)=y0+ f(x0,y0)h. 

 
!���� �!����,� *+�� �"� )�/66�(���'� )!�!'��0��"�  � '�#)��

(x1,y1): 
 

k1=f(x1,y1) 
��*�! ������)!�!'��0��" 

y-y1= f(x1,y1)(x-x1). 
 

�!� ��'�� !���  >1,x2!� �*+*� ( )x� ϕ= � &!,����,� �!� �'��&�)�
)!�!'��0��"����'�#)� x2����!����,�%��$�����������-���� 

 
y2=y1+ f(x1,y1)h�����'���� 

 

���$1�,� ���� �#����'��0�!���6��,*�!�,�'��!� 
 

yn=yn-1+f(xn-1,yn-1)h. 
4�'����'��!(�"� 
2*�'0��,��,���66����(�!�0����*�! ����� 
 

( )yxf� ,=′ ,      (2.10) 
 

���$����,���!"'���+����-������*�� ��' ���.1���*��� �. 
 

00
yy xx ==  . 

 
�' *�! ������
������%���"��,�)��! �����0��,*��,*�*�! ����. 

dy=f(x,y)dx;    ∫∫ =
x

x

x

x

dxyxfdy
00

),( . 

 
��+�! 

∫=−
x

x

dttytfxyxy
0

,)](;[)()( 0  
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��� 

∫+=
x

x

dttytfyxy
0

.)](;[)( 0     ( 2.11) 

��! ������ 
������ �! �����0��� *�! ����.� 
������ �� *#�'�,�

�!#!�0����*��� �" 
��)!#��' ���*�� �+��%��$��������,����� &�'0�1510���+�! 

( ) ∫+=
x

x

dtytfyxy
0

;];[ 001  

( ) .....)](;[ 102

0

dttytfyxy
x

x
∫+=  

���$1�,� ���� �#����'��0�!��6��,*�!�,�'��! 

∫ −+=
x

x

nn dttytfyxy
0

.)](;[)( 10  

4�'����*�+�-�*''!�� 
2*�'0��& ��'���%�� ���&�!#���� y(x), '��$*�'��� �#����'0 

∫ +′+=+
h

dttxyxyhxy
0

.)()()(  

4�'����*�+�-�*''!����� !���!�&!,������'�+�!�!� �/'�,�

*�! ������%��6��,*���%��,�*+��0��)� ���)�!'��,�*&��, 
 

),()2()()( 3hohxyhxyhxy ++′+=+  
 ���      

),()]2(;2[)()( 3hohxyhxhfxyhxy ++++=+  
 

+�� )( 3ho -%�����)�%�+��-���'��6��,*����� 

������$�&�!#�'0� )2(* hxyy += ��'� 
).();2()()( 3* hoyhxhfxyhxy +++=+  

 
��#����,�y*

��%��6��,*���="���!���-!+�,�h=0,5h : 
 

( ) ( )[ ]xyxhfxyy ,5,0* +=  
��+�!�%��� 

)(1 hxyy j +=+  

yj+1=yj+hf(xj+0.5;yj+0.5);  yj+0.5=yj+0,5hf(xj,yj). 
 



 46 

2��*#����"�,�'����'����'���)���,�"�' *�,�'��� ��*�+�-�*''!��
��%��(����� �#������"�6�)���� !�����)�'�����#���! 

,...., ,32 qααα p1,p2,…pq, .1,1,; −= qjiijβ  

2������ !'��0���%��*#!�, 
 

);,()(1 yxhfhk =  

∑
−

=
=++=

1

1
.,2)];(;[)(

m

j
jmjmm qmhkyhxhfhk βα  

2��!+!�, 

∑
=

+=≈+
q

i
ii hkpxyhzhxy

1

).()()()(  

 
��$�&�!#�,� ( ) )()( hyhxyh −+=ϕ ��2*�'0� ( ) ( ) )(...00 sϕϕϕ ==′= (0)=0 ,a  

�
(s+1)(0)D��������)�'���"�+�!�)�"�6*�)(��    f(x,y). 
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����#��! ( )hϕ ��!&� !�'���%�+��-���'0.�,�'��!��!�-!+���!  S- 
%����)�,�%�+��-���'��,�'��!� 

���,�'��!��*�+�-�*''!�#�' ��'�+��%����)!������
q=s = 4) 
�!�$�����*%�'��$�'��0�!��� �)*%���'0�6��,*� 

 
k1=hf(x,y);  k2=hf(x+h/2;y+k1/2); 

 
k3=hf(x+h/2; y+k2/2)  ;k4=hf(x+h; y+k3); 

 
 ).22(61 4321 kkkky +++=∆  

��#����'��0�!�����,!�,�'��!��*�+�-�*''! 
�����$��!�,�-!+ h ��!��'��&)���[x0     b], n=(b-x0)/h,�&!�!�,�

'�#���'0���-�����∆  . 
2.�2����,!�,  r1= ρ 1=0; r4=1; r2=r3=0,5; 2ρ =0,5; 3ρ =0,5; 4ρ =1; 

ki=hf(x+rih; y+ iρ ki-1); 4,1=i . 
3. ��#�����, 

yi+1=yi+1/6(k1+2k2 +2k3+k4); 1,0 −= ni   . 
���2�����#�'����&�!#������/�� �#�����,�� 1
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-!+�, 

.4,1);
~

;2(2
~

);
~~

2
~

2
~

(61~

1

432111

=++=

++++=

−

−+

jkyhrxhfk

kkkkyy

jjjj

ii

ρ  

 



 47 

����(��� !�,����! ���' � 

.~
11 ∆≤− ++ ii yy  

��������! ���' �� �%�����'����'��%������!�,� �#������� yi+2  
��%�����,�-!+�,���������'��'������,�-!+  h=h/2 ��� �#�����,���� !   
yi ,  yi+1  

 
��	��5!%����*��'�	��*�'#	�'#	!,�%��)�&!0!�! 

 

�&�'��������&!����,�'!��� �����*�'��#'��'�%�� ���� ������%���

��&!�����)!&� !.'�$��0-��� ��������!�)!#��' ��%� ������'��+�������
,!'���!�!�� '�#���'0� �$�!$�')��� �&���� �� �'�")��'0� ���*1�+��
���'�*,��'!�� !� ����� !'��0���� �� �!� %���& ���'��0���'0� �$�!$�')���

2��� �%��!���� '!)�+�� ������+�� %��(���!� )!)� ��&!���� %����,!.'���
�%����������� ��%*1������ 2�/'�,*� %��� ,!'�,!'�#��)�,� �%��!����

�!�%���������� '�%�!� �� '�,%��!'*��� %��� ��&!���� %��,���.'���
#���������,�'���� 

��,%��!'*�!�  � �.$�"� '�#)�� '��!� 
���*1�+�� ���'�*,��'!��
&!+�'� )��� �� )������!'!,�� ��� *�� ;� �  � �.$�"� ,�,��'�  ��,����

�%�������'�����66����(�!�0��,�*�! �����,� �#!�'����%���& ������
%!�!$���#��)�+��'�%!�-�*�! �����,�'�%��%�� �����'���-�)�'���������
%���)�"�&!�!#���,��'� �� 
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E���'�%���,)��'0�,!'���!�!�"�C�-�%��'���'0�"�Vx , Vy -�%���)(���

 �)'��!� �)����'�� %���,�1!.1�+���� ��'�#��)!� '�%�!� �!� ���� ��� *�
���' �'�' ����"� F-� ��'���� ���'0� '�%�� �+�� ��'�#��)!"� @
E�� - 
'�%��%�� �����'0�,�'!��!"���–�'�,%��!'*�!"����-� ��,�� 

���,�� *)!&!���+�� 
%!�!$���#��)�"�� '�%!� �*1��' *.'� �1�� ��

'�%!���66����(�!�0����*�! ����"� �#!�'����%���& ����� 
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�?!�!#!���-�� 
&!�!#!� �'��)!���� ��-����� ��66����(�!�0��+��
*�! �����,���'! �'�������*.1�,��$�!&�, 

—����*�! ������%!�!$���#��)�+��'�%!" 

�!"'��6*�)(�.� �
x��������'!'�#��� +�!�)*.��*�� ��' ���.1*.�

�������,*� ��66����(�!�0��,*� *�! ����.� %��� �� G�� �� �!#!�0��,*�
*��� �.�%����5�" 

—����*�! ������+�%��$���#��)�+��'�%!"� 

�!"'��6*�)(�.��
x��������'!'�#���+�!�)*.���*�� ��' ���.1*. 
�������,*�*�! ����.�%�����G�����!#!�0��,�*��� ��,�%����5� 

00
uu

t
=

= (x) ; 10 u
t

u
t =

∂
∂

= (x), 

+��� 0u (x), 1u (x) -�&!�!�����+�!�)���6*�)(��� 

�$�!�'0.��%����������/'���� *��*�! ����"���,�.1���
�%���������"���'�����
 ��'��#����'�'��'0�+��'�%!������,��!��)� ��
$*��,��#�'!'0�(������� [ ]TG ,0× � ���'���������� !���,�G. 

����,���!#!�0����*��� �"�����*)!&!�����'�%� �*�! ����"�

*)!&� !.'�����+�!��#����*��� ����)�'�����,�+*'�$�'0���'�%�  

— +�!��#����*��� ���%����! 

;0µ=
s

u  

— +�!��#����*��� ���2����! 

;1µ=
∂
∂

sn

u
 

- +�!��#����*��� ���@����! 

,2µα =



 +
∂
∂

s

u
n

u
 

+��� 201 ,, µµµ  -&!�!�����+�!�)���6*�)(��"�)-� ��-�������,!�0�)�
$�)� �"�%� ������'���$�!�'���%����������
(������*��*�! ����"� 

�!��,�'��,�#�����������-�����&!�!#����-����������,����+��
*�! ������'�%��%�� �����'��
����� *,����+���%�� ������+�� ��!#!���
�!&���!����-���������!��,!'�� !�,� � ��*��+��+��,�&�)��'����='!�
&!�!#!�&!)�.#!�'��� ��'��)!������-������
>����*�! ����� 

( )tx
x

u

t

u
,2

2

ϕ+
∂
∂=

∂
∂      (2.12) 

��*��� ��,��!�%��,�"���5� 
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( ) ( ) .0,,,
0

>∞<<∞−=
=

txxtxu
t

ψ    (2.13) 

 

�*��,��#�'!'0��#'��&!�!#��
��������
�������,�.'������' ������
��-������
>�������%���� ���� ,��'������ ��,��%���& ����,�� tu ∂∂ , 

22 tu ∂∂ ��� kk xu ∂∂ , 4,1=k , [ ]Tt ,0∈ . 

��+�!��$�!�'0� { }TtxD <<∞<<∞−= 0, �� �)�'���"��,��'�,��'��
�!�����*�! �������!�)��'*�������+�!��#� !.1�"��$*��'��$3��������,�

%��,����5�����5E� 

� ���,� ��$�!�'�� tDD × �%��,�*+��0�*.��! ��,���*.���')*���

-!+!,��?���τ: 

{ }.0,,0,,0,...;2,1,0, >==>±±=== ττ NiithkkhxD ikh  

�$�&�!#�,��
 ik tx , )-�'�#������-�����6*�)(����
>���� �*&��� ( )ik tx , , 
i
ku    -����' �'�' *.1����,*�%��$���������&�!#�������'�#��"�

6*�)(����
 ik tx , ). 

��$���,�� *����"��"�-!$�������� �#��������&�!#����� i
ku , 

���������!� 

�����������������������������������

��������������������	��������������

����������	������������������������

�������������������������


���������

�����������������������������������

��������������������	��������������

����������	�����������������������������������������������

����������

�����������������������������������
 

 

����������-�@!$�����������-�������66����(�!�0����
*�! ����"� �#!�'����%���& ����� 

 

2���'! �,� ,��'�� tu ∂∂ ��� 22 xu ∂∂ �����!&���'����!�!��+�� 
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ψ
τ ,                         (2.14) 

)�'��!�� %�& ����'� %�� &�!#����,� ��-����� �!� �*�� �,� ������ '���� %��
&�!#����,� 0

ku , 2,1,0 ±±=k �� �����  �#����'0�� &�!#����� 1
ku � �!� %�� �,�

���������/'�+���*����%�����'0���/5�� �
��������'��� 

�!)�,��$�!&�,� 

( ) ( )
.1,;,...2,1,0

;21 2
11

21

−=±±=

+−++= −+
+

Noik

fuhuuhu i
k

i
k

i
k

i
k

i
k τττ

                      (2.15) 

>��,*�!� 
������%�& ����'� �� ��,� ����%��*#�'0���-����� i
ku  , 

%�/'�,*� �!&���'�!�� ���,!� 
������ �!&� !�'��� � ��"�� ='!� ���,!�
*�'�"#� !�
�$��%�#� !�'������,��'0������-�����)�'�#��,*���-���.�

&!�!#���%��� �%��������*��� ��� 5,02 ≤hτ . 

�,�-!��!�� &!�!#!� ���� *�! ����"� %!�!$���#��)�+�� ��

+�%��$���#��)�+�� '�%� � �'! �'��� ����*.1�,� �$�!&�,�� ���$*�'���
�!"'��6*�)(�.��
>������%��������*.� ��$�!�'�� [ ]TG ,0× ���$�!�!.1*.�

 � ��"� ���'!'�#��"� +�!�)��'0.� �� *�� ��' ���.1*.�  � (��������
[ ]TG ,0× �������,*� ��66����(�!�0��,*� *�! ����.�� �!#!�0��,*�

*��� �.�������,*��&�+�!��#����*��� �"� 

�!��,�'��,� ��-����� �,�-!���"� &!�!#�� �!� %��,����
����,����+�� *�! ������ '�%��%�� �����'��� �!"��,� 6*�)(�.� �
>�����

)�'��!�� ��$�!�'�� { }TtxD ≤≤≤≤= 0,10 *�� ��' ����'�*�! ����. 
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,10);(),( 0 ≤≤== xxtxu t ψ                                       (2.17) 
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ηβα
                                                  (2.18) 

 

>*�)(��� ϕ(x,t), ψ (x), ),(tiη   ( )tiα , ( )tiβ  -� �& ��'���� %��#�,�

1,0,022 =>+ iii βα . 

�*��,� �#�'!'0�� #'�� &!�!#�� 
������ 
������ 
���	�� �,�.'�
�����' ������ ��-������ ��%���� ����  � &�  ,��'�� ��� � ��,��

%���& ����,�� 4,1,;2,1, =∂∂=∂∂ kuuitu kkii . 

?!,���,��$�!�'0�&���'�#��"��$�!�'0. 

 

{ }NTNiitMhMkkhxD ikh ======= ττ ;,0;;1;,0,
. 
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��!��,�'��,� #��������� ��-����� ����,����+�� *�! ������
+�%��$���#��)�+�� '�%!�� �%��� !.1�+�� %�%���#���� )���$!����
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+��� A
>���� -� �& ��'�!�� � !���� ��%���� ��� ��66����(��*�,!��  �
�$�!�'�� { }TtbxD <<≤≤= 0,0 �6*�)(��� 

���!#!�0��"�,�,��'��5��&!�!���*��� �� 
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∂
∂=      (2.20) 

 

���(���'�*���� ��*'���%��&!�!���,�&!)��!, 

 

( ) ( ) ( ) ( )ttbuttu 21 ,,,0 µµ == .     (2.21) 

 

>*�)(��� ( ) ( ) ( ) ( )ttxuxu 2110 ,,, µµ �&!�!�����6*�)(��� 

� ���,� ��$�!�'��&�%��,�*+��0�*.���')* 

 

.0;,0;;0;,0; >==>== ττ NjjthMkkhx jk  
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2�� ��� �!#!�0���� *��� ��� 
������ �� )�!� ��� *��� ��� 
������ �!�
 �$�!���"���')��*�� ��' ���.'���'�#�����!&���'����*�! ������
������

!%%��)��,��*�'�*�! ������ 
��������� '���,�%����)�,�%�� τ ���?�����
'�+��� #'�$�� ��� �!�*-!'0�  '���+�� %����)!� !%%��)��,!(��� &!�!#��

!%%��)��,��*�,� ( ) txu ∂∂ 0,  

Mkuu kkk ,0,211 ==− − τψ . 
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������!%%��)��,��*�'�&!�!#*� 
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���������
 '���,� %����)�,� %�� τ � �� ?� �� ��� �$��%�#����� � *�'�"#� ��'�� /'�"�

���,���!��&�!#�'�������,��'�������-�����)�'�#��,*���-���.�&!�!#���

������� �%����'0���*��� ��� .5,022 <= hr τ  
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�!&���'�!�� ���,!� 
������ %�& ����'� %������ !'��0��� �!"'��
N
kkk uuu ,...,, 32

� #���&� &�!#����� 10, kk uu � �� *#�'�,� )�!� ��� *��� �"�
ii

Mi
i uu νµ == ,0 . 

��� �����!&���'�������,���!�'!)�����-������ *,������&!�!#�
��� �!��,!'�� !�,�  �  ��*� +��,�&�)��'��  �)�!��)� �� %��*#!�,���
&! ���,��'�"� 
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�4�� �!��,�'����� #��������� ,�'���� ��-�����

��'��,����� !����� ,!'�,!'�#��)��� ,�����"�� ���!)��� )!)� *���
�',�#!���0��!�0-��������%�! !��#!�'0�*�! ������%����'! ���'���$�"�

��*#!"�*.� 6*�)(�.�� '�� '!)!�� ,!'�,!'�#��)!�� ,����0� $*��' 
�'��!�'�#��)�"��2����'!'��'�#��)�,�,������� !����&!�!#!�� ���'���
)�%��'�����.�����%��(���!�6*�)(������ !����������*�,�"����'�,��

��)�'���+�� ,������*.1�+�� !�+���',!�� �,�'��*.1�+�� %� ������� ��
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 &!�,���"�' ��� /��,��'� � ���'�,�� �� *#�'�,� ��*#!"����  �������
 �&��"�' �"�  ��-��"� ������� �� ��!��&!(��� /'�+�� !�+���',!� ��
��%��0&� !���,� %��+�!,,��-'����#��)��� �����' � =�4�� 2���

�'!'��'�#��)�,�,������� !�������'�,�����,��&����� ���� �%���� �
� ���'���*#�'��'��!�'�#��)��� �&��"�' �"���!�%�!)'�)����%��0&*.'���
'��� ���� ���� �%���$!� +����!(��� ��*#!"���� #����� �!� =�4�

!%%!�!'��"�
6�&�#��)�"�"��'!$��#��"�
6!"�� �"����!�+���',�#��)�"�


%��+�!,,��"�� 
2��� !%%!�!'��,� �%���$�� +����!(��� ��*#!"���� #�����

��*1��' ���'��� �� %�,�10.� �%�(�!�0��"� %���'! )�� )� =�4�� !�  �
)!#��' ��6�&�#��)�+��/66�)'!�����!1�+�� ����� ��/'���+����!'��� ��
��%��0&*.'���-*,�� �/��)'���������%��*%�� ����)� ���%��$��!����

���� �����'!')�,� '!)�+�� �%���$!�� )��,�� ���$����,��'�� �,�'0�
�%�(�!�0����*�'��"�' ���� ���'����� �&,�����'0�%� '�����%��*#!'0�
%���,������� !��������!)� ���%������ !'��0���'��#����� 

2���'!$��#��,��%���$����*#!"����#���!���6��,������� � ����
'!$��(�� �� ���' �'�' ����� 6!"�!�� %�,�1!.'�  � �%��!'� �*.� ����

 ��-�..� %!,�'0� =�4�� �����'!'�)� '!)�+�� �%���$!� &!)�.#!�'���  �
��)�!1������$3�,!�%!,�'��=�4� 

��+���',�#��)�"� �%���$� %��*#����� %������ !'��0���'�"�
��*#!"����#��������� !���!�6��,��� !������*#!"����#����� �=�4���
%�,�10.��%�(�!�0����!�+���',� �����!��&*.1������%��+�!,,��='��
� ���'��� )� +������� !��.� ��)�'����� $!&� ��� %��(���� � �� )� ���
%�����*.1�,*�%���$�!&� !��.����)!#��' ��$!&� �+��%��(���!�#!1��
 ��+�� %����,!�'��� +������� !���� ��*#!"��"�  ���#����� �! ��,�����
�!�%���������"�  � ��'�� !���  �� 1].� �!)��� �!�%���������� �,��'�
,!'�,!'�#��)�������!�������������%����.������ 

�!�$��0-���%��,������� �%�!)'�)��,������� !�����!�=�4�����
+����!(��� %������ !'��0���'�"� %�� ����*#!"���� #����� �!����'�
!�+���',�� ��! 

xi+1 ( )ixφ= , 

 
%����'! ��.1�����$�"���)*����'�������'��-�����%�� �+��%����)!��
2��*#������ #���!� �!&� !.'��� %�� ����*#!"��,��� '!)� )!)��  �� – 
%�� �����!�=�4� �,������%����� !'0� �'��0)��)���#��,�,�����' �,�

#����� �� ���0&�� %��*#�'0� ���!�0�*.� %������ !'��0���'0� ��*#!"����
#������ ��- '������ ���� %��*#����� ��*#!"���� #����� ��%��0&*.'���
!�+���',������'! ��������!�$!&����'��,����� !�����&! ���,��'�"� 

@���)��� %��,������� %��� ,������� !���� %�� ����*#!"����
#������!�=�4�%��*#����)��+�*/�'����%��(��*����%����'! ��.1���
��$�"� !��6,�'�#��)��� �%��!(����  � ���� �� )�'����� ����'�
6*��!,��'!�0���� %���'��� )��+�*/�'���'��� !� (����� #���!� α � �� β   
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)��+�*/�'����
��! ��,���%��,��*�.�m ,�+�����m -�(�����#������'�+�!���

'��0)��'�+�!��)�+�!��*1��' *�'�'!)���(�����#������k����#'� km=− βα , 
'���� �!&���'0 βα − � � � ����'��� �!�  m� � � �� ����� #���!� α � �� β � � �!.'�
����!)� ��� ��'!')�� �'� �������� �!� !$���.'�*.�  ���#��*� #���! m. 
�!%��,������	����� (mod 10) ,   5008��	�
������

3
�����'�������+�*/�'����

%��(��*��� � ��.'��� #��'�� ��'��,����� !���,��� '!)� )!)�
�%��� !.'��� � ������)*����'��+�����'��-���� 

 
( )Mxx ii mod1 µλ +≡+ , 

 
 +�� Mxi ,,,1 µλ+  -����'��(!'��0����(�����#���!� 

8����!'��� ��*#!"���� #����� ������� *�� ��' ���'0�
�%���������,� '��$� !���,�� 2��*#������ �� %�,�10.� ���!�0��+��
+����!'��!� %�� ����*#!"���� %������ !'��0���'�� #����� �������

���'��'0� �&� ) !&��! ��,����� �!�%����������� #����"� ������!'0 
�'!'��'�#��)�� ��&! ���,��� #���!"� $�'0�  ��%���& ���,�,�� "� �,�'0�
��%� '���.1����� #���!� "� %��*#!'0��� �� ,���,!�0��,�� &!'�!'!,��

,!-����+��  ��,���"� &!��,!'0� ,���,!�0��"� �$3�,� ,!-����"�

%!,�'��� ='�,� '��$� !���,�  � %����"� ,���� �' �#!.'� )��+�*/�'����
%��(��*��� 

��%��0� �!��,�'��,�  �%����� %���$�!&� !���� $!&� �+��

�! ��,����+����!�%������������*#!"����#����� 

��� %��*#����� ���)��'���� ��*#!"����  ���#��� ,�����
��%��0&� !'0� ,�'��� �$�!'��"� 6*�)(���� ����� �� -� �! ��,�����
�!�%��������!�� �!� ��'�� !���  ���!� ��*#!"�!��  ���#��!�� '�� ��)�,!��
��*#!"�!�� ���#��!�9�%��*#!�'�����%�,�10.�%���$�!&� !��� 

 

( )ξ1−= XFX , 
 

+��� 1−
XF  -��6*�)(�����$�!'�!��6*�)(����!�%���������� ����'���'�" 

( ) ( ) ∑
=

=≤=
m

j
jX pxXPxF

1
, 

+���pj  -  ����'���'0�'�+���#'����*#!"�!�� ���#��!�X�%��,�'�&�!#�����
xj. 

�!��,�'��,� ���$�����'�� +����!(��� �!� =�4� ��%���� ����
��*#!"���� ���#����2*�'0���%���� �!����*#!"�!�� ���#��! X��&!�!�!�
��'�+�!�0��"�6*�)(��"��!�%��������� 

FX (x)=P(X ( )dxxfx
x

x∫
∞−

=≤ ) , 

+�� fx(x) -�%��'���'0��!�%���������� ����'���'�"� 
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���%��0&*�,��� '!)��� ,�'���,� �$�!'��"� 6*�)(���� �����

��*#!"�!�� ���#��! X� ��,��'�%��'���'0��!�%���������� ����'���'�"�

fX(x���'���!�%������������*#!"��"� ���#��� 

( )∫=
;

; ����

�

ξ  

� ���'����! ��,����,� ���'�� !�� [0,1]. �!����� !����/'�+��,�����
����!'0�  � ��� #'�$�� %��*#�'0� #������ %���!����!1���
%������ !'��0���'�� ��*#!"���� #���� {xjH�� �,�.1��� 6*�)(�.�

%��'���'���!�%���������� ����'���'�"� fx(x)� �����$����,���!&��-�'0�
�'����'��0���xj �*�! ����� 

( ) .j

x

x dxxf
j

ξ=∫
∞−

 

 
�!��,�'��,���)�'�����%��,������!)�,��+� �������!������$1�"�

%��%*�)� %�)� )��� %��*#!�,�"� ,�'���,� � �$����"� )� )��� � ���'�����
��*#!"��"�  ���#���"�� &�!#����� )�'���"� �!�%��������� %�� &!)��*�
��"$*��!�� ���$����,�� %��*#�'0� /'�� �!�%����������� ��%��0&*��
��*#!"�*.� ���#��*���! ��,������!�%��������*.� ���'�� !�� [0,1]. 

�����*�%�������+�����'��-�������&! ���,��'������%��'���'��

�!�%���������� ����'���'�"�%��,���'��0���)�&!)��*���"$*��! 
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+��� iξ -���*#!"�!�� ���#��!���! ��,������!�%��������!�� ���'�� !�� 
 ����!����+�!�� ���#��!�xi���!�%��������!��%��&!)��*���"$*��!� 
 

( )b
ii acx ξ−−+= 1ln . 

 
���!)�� *)!&!���"�,�'����,��'� �+�!��#������%��,�����������

��%��,���,�� �!%��,����  � ��*#!��� )�+�!� ��'�+�!�� �'� %��'���'��

�!�%����������  ����'���'�"� ��� $���'���� �!%��,����  � ��*#!��
���,!�0��+�� �!�%���������� ��*#!"��"�  ���#����� �� /'�,� ��*#!��
��%��0&*.'� 
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�����M �����M��  

����������-��*��#�!��!%%��)��,!(���6*�)(���%��'���'��

�!�%���������� ����'���'�"� 

 
%��$�������"� *�� ���!�0��"� �%���$� %��*#����� ��*#!"���� #������
���� !���"� �!� )*��#��"� !%%��)��,!(��� 6*�)(��� %��'���'��

�!�%����������  ����'���'�"�� 2*�'0� '��$*�'��� %��*#�'0�
%������ !'��0���'0� ��*#!"���� #���� {xj} �� 6*�)(��"� %��'���'��
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� ���'��� %������ !'��0���'0� #������ �,�.1��� �! ��,������
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$��&)��� )� ���,!�0��,*�� *��� %��� ��! ��'��0��� ��$��0-�� N. 
2�!)'�#��)�� ���� %��*#����� %������ !'��0���'�� ���,!�0���
�!�%�������������*#!"���� ���#���,�����%��0&� !'0���&�!#����,�   
N5	����� !�  � %���'�"-��� ��*#!��� �� ,��0-�,�� &�!#����,� N, 
�!%��,����N=4…5. 


